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1. Einleitung

Halbleiterlaser werden aufgrund ihrer geringen Abmessungen und Stiickpreise
in vielen technologischen Anwendungen eingesetzt. Dabei werden heutzutage
vorwiegend Quantengrabenlaser verwendet. Im einfachsten Fall handelt es sich
dabei um Doppelheterostrukturlaser, bei denen die Dicke der aktiven Schicht
geringer ist als die de-Broglie Wellenldnge der Ladungstriager. Dies fiihrt zu
einer Diskretisierung des Energieniveaus senkrecht zu der Schichtung. Die Ener-
giebdnder des Volumenkristalls spalten zu zweidimensionalen Subbéndern auf.
Dadurch verdndert sich die Energie-Zustandsdichte, so dass geringere Schwell-
strome erméglicht werden [CHQO94].

Bei optischen Aufbauten lassen sich Reflexionen eines Teils des Laserlichts an an-
deren Bauelementen nicht vollstindig vermeiden. Da Quantengrabenlaser sehr
sensibel auf Riickkopplung reagieren, miissen teure optische Isolatoren verwen-
det werden, um eine stabile Laseremission zu gewahrleisten. Zusétzlich wird
dadurch die Komplexitit des jeweiligen Bauteils erhoht. Quantengrabenlaser
haben aus technologischer Sicht also zwei entscheidende Nachteile: Zum einen
kann bereits durch geringe Riickkopplungen die Strahlqualitédt vermindert wer-
den. Dies fiihrt zu rdumlichen Instabilitdten in Form von Filamentbildung. Zum
anderen kann die Riickkopplung zu zeitlichen Instabilititen des Laserstrahls
fiihren. Dieser Effekt ist in der Literatur als Kohdrenzkollaps bekannt [KANO5].
Dabei verbreitert sich die Linienbreite des Lasers deutlich und das relative In-
tensitatsrauschen der Laserdiode nimmt stark zu. Dadurch wird die Kohérenz-
lange des Laserlichtes verringert. Der Kohéarenzkollaps tritt je nach Struktur
des Quantengrabenlasers schon bei geringen riickgekoppelten Intensitdten im
Bereich von —45dB auf [TKASG].

Es besteht die Hoffnung, dass in Zukunft durch die Verwendung von Quanten-
punktlasern (QP-Lasern) in einem Teil der Anwendungen auf optische Iso-
latoren verzichtet werden kann. Quantenpunkte sind nulldimensionale Halb-
leiterstrukturen, das heiftt, die elektronischen Zustdnde sind in drei Raumdi-
mensionen lokalisiert. Der fiir den Laserbetrieb entscheidende strahlende Uber-
gang findet zwischen diskreten Energieniveaus statt. Dies fithrt zu einer ge-
geniiber Quantengrabenlasern reduzierten Schwellstromdichte, die zudem noch
nahezu temperaturunabhéngig ist [BIM99]. Die Diskretisierung der Energie-
niveaus bewirkt zusétzlich ein symmetrischeres Gewinnprofil. Dies verringert
die Phasen-Amplitudenkopplung, was sich in kleineren a-Faktoren ausdriickt
NEW99a]. Zusammen mit einer stirkeren Lokalisierung der
Ladungstréigerinversion fiihren geringere a-Faktoren zu einer im Vergleich mit
Quantengrabenlasern gleicher Wellenleiterstruktur hdheren Strahlqualitét



2 1. Einleitung

[GEHO04, Rib03|. Zuséitzlich weisen QP-Laser eine geringere Kopplung zwischen
den Ladungstragern und dem elektrischen Feld auf, die durch einen kleineren
optischen Fiillfaktor I' beschrieben wird. Die geringere Kopplung bewirkt stér-
ker geddmpfte Relaxationsoszillationen héherer Frequenz [LUEOQS]. Aufgrund
kleiner Phasen-Amplitudenkopplung « und stark geddmpften Relaxationsoszil-
lationen zeigen (QP-Laser eine geringere Sensitivitdat gegeniiber optischer Riick-
kopplung als vergleichbare Quantengrabenlaser [SUQ03, [CAROGal, [CARO3].

Es gibt auch technologische Anwendungen, die gerade durch optische Riick-
kopplung ermoglicht werden. Von besonderem Interesse sind in diesem Zusam-
menhang integrierte Multisektionslaser. Dies sind Halbleiterlaser, die aus einer
aktiven Sektion und einer oder mehreren passiven Sektionen bestehen. Die pas-
sive Sektion ist im Wesentlichen aus dem gleichen Halbleitermaterial gefertigt,
wie die aktive. Daher darf sie nur wenige Millimeter lang sein, da sonst aufgrund
der hohen Materialverluste zu wenig Licht in den Laser zuriickgekoppelt wiirde.
Im Allgemeinen ermoglichen integrierte Strukturen eine sehr kompakte Bauwei-
se ohne bewegliche Teile. Ein weiterer Vorteil integrierter passiver Sektionen ist,
dass durch das Anlegen eines geringen Stromes der Brechungsindex in dieser
verandert werden kann. Dies éndert die optische Weglédnge und damit die Pha-
se, mit der das Licht wieder in die aktive Sektion eingekoppelt wird [USHO4].
Die Riickkopplungsphase ist in dem Fall kurzer Kavitdten von besonderem In-
teresse, da sie in diesem Einfluss auf das dynamische Verhalten des Lasers hat.
So wird mit direktmodulierten integrierten Zweisektionslasern durch Trimmung
der Riickkopplungsphase eine Modulationsrate von 40 GHz realisiert [RADO7].
Dies ist derzeitiger Telekommunikationsstandard. Mit direktmodulierten Ein-
sektionslasern werden derzeit hingegen nur Modulationsraten um die 10 GHz
erreicht. Direktmoduliert bedeutet, dass der Laser direkt {iber den angelegten
Strom getaktet wird, was besonders einfach und damit kostengiinstig ist.

Nicht nur aus technologischer Sicht sind QP-Laser mit Riickkopplung inter-
essant. So zeigen Halbleiterlaser unter optischer Riickkopplung komplexe Bifur-
kationsszenarien. In Abhéngigkeit der Riickkopplungsstéirke wechseln sich sta-
bile stationdre Zustdnde des Systems mit Bewegungen auf stabilen periodischen
Orbits und mit chaotischen Verhalten ab [HOH99, [HEIO3al [HEIO1a)]. Erste Ex-
perimente zeigen, dass in QP-Lasern aufgrund ihrer groferen Stabilitdt gegen-
iiber optischer Riickkopplung der Wechsel zwischen den einzelnen Bereichen
genauer nachzuvollziehen ist [CAROGa, [OBR03al.

In dieser Arbeit wird ein Quantenpunktlaser mit schwacher optischer Riickkopp-
lung von einem externen Spiegel untersucht. Dafiir wird in dem einfithrenden
Kapitel 2] das Funktionsprinzip eines Halbleiterlasers beschrieben und Raten-
gleichungen fiir die Ladungstriager- und Photonendichte hergeleitet. Dieses Ra-
tengleichungsystem wird in dem Kapitel dl auf den Fall optischer Riickkopp-
lung von einem planaren Spiegel, zu dem sogenannten Lang-Kobayashi-Modell
(LK-Modell) erweitert. In Kapitel Bl wird ein fiir die Beschreibung eines QP-
Lasers geeignetes Ratengleichungsmodell [MALO7, MALO6| vorgestellt. Fiir den
Fall grofserer optischer Fiillfaktoren I' zeigt dieses Modul eine dhnliche Dyna-



mik, wie sie in Quantengrabenlasern gefunden wird [LUEOS|. Beide Modelle
werden in Kapitel [@] vereinigt, so dass ein Modell entsteht, mit dem die Effek-
te optischer Riickkopplung in Quantenpunktlasern beschrieben werden kénnen.
In Kapitel [l werden analytische Néherungen fiir die Fixpunkte des kombinier-
ten Modells ohne Riickkopplung gewonnen und dessen Dynamik beschrieben.
Schliefslich wird in Kapitel [§ auf die Fixpunkte und Dynamik des kombinierten
Modells in Abhéngigkeit von der Riickkopplungsstérke und Riickkopplungspha-
se eingegangen. Dabei wird untersucht, inwieweit die geringere Sensibilitdt von
Quantenpunktlasern gegeniiber optischer Riickkopplung durch das kombinierte
Modell beschrieben werden kann.



2. Theoretische Grundlagen

2.1. Halbleitermaterialien

Am absoluten Nullpunkt der Temperatur 7' = 0 K weisen Halbleiter und Isolato-
ren ein vollstandig aufgefiilltes Valenzband und ein leeres Leitungsband getrennt
durch eine Bandliicke auf. Metalle zeichnen sich durch ein teilweise gefiilltes Lei-
tungsband aus. Bei Halbleitern ist (im Gegensatz zu Isolatoren) die Bandliicke
E, so schmal (E, < 3eV ), dass sich bei endlichen Temperaturen die Aufwei-
chung der elektronischen Verteilungsfunktion, der sogenannten Fermi-Funktion

1
1+ exp (Ek;%)
bemerkbar macht. Dabei bezeichnet F die Energie, kg die Boltzmannkonstante,
T die absolute Temperatur und Fr die Fermi-Energie.
Die Fermi-Energie ist die Energie des
energetisch héchsten besetzten Zustands 4
am absoluten Nullpunkt der Tempe-
ratur. Bei endlichen Temperaturen bleibt
ein Bruchteil der Zusténde in der Néa-
he der Valenzbandoberkante unbesetzt
und die entsprechenden Elektronen be-
setzen Zustande in der Ndhe der Lei-
tungsbandunterkante. Da partiell ge-
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tend. Die Leitung des elektrischen Stroms

durch Leitungsbandelektronen und Lo- Abbildung 2.1.: Bandstruktur
cher im Valenzband wird als Eigenlei- von GaAs nahe des I'-Punktes.
tung bezeichnet. E, bezeichnet die Bandliicke.
Ein Unterschied von Halbleitern ge- Entnommen aus [IBASS].

geniiber Metallen ist, dass durch ge-

ringfligige Materialzusétze die Leitfahigkeit um viele Grofenordnungen variiert
werden kann (Storstellenleitung). Durch diesen als Dotierung bezeichneten Vor-
gang lasst sich der Elektronen- oder Lochercharakter der Leitfahigkeit bestim-
men. Auf dieser Besonderheit von Halbleitern basiert deren grofe technische



2.2. Niedrigdimensionale Halbleiterstrukturen )

Bedeutung in der Festkorperelektronik. Halbleiter, in denen der Ladungstrans-
port iiberwiegend durch Leitungsbandelektronen erfolgt, werden als n- leitend
bezeichnet, solche in denen die Locherleitung iiberwiegt als p-leitend.

Bei Halbleitern unterscheidet man zwischen Element- (z.B. Silizium (Si), Ger-
manium (Ge), etc.) und Verbindungshalbleitern. Letztere setzen sich aus Ele-
menten von verschiedenen Hauptgruppen zusammen (zum Beispiel Aluminium-
galliumarsenid (AlGaAs)). Besonders interessant fiir photonische Bauelemente
sind Halbleiter, die aus Elementen der dritten und der fiinften Hauptgruppe
zusammengesetzt sind (III-V-Halbleiter), da deren wichtigste Vertreter (z.B.
Indiumphosphit (InP), IndiumArsenid (InAs), GalliumArsenid (GaAs), etc.) ei-
ne direkte Bandliicke aufweisen. Dies bedeutet, dass Valenzbandmaximum und
Leitungsbandminimum zusammenfallen. Dies ist in Abb. 21] veranschaulicht.
Gezeigt ist die Bandstruktur, das heiftt die Bandenergie E(k) aufgetragen tiber
dem reduzierten reziproken Wellenvektor k, von GaAs. Der I'-Punkt bezeichnet
das Zentrum der Brioullinzone.

Bei der fiir die Photonik wichtigen strahlenden Rekombination von Leitungsban-
delektronen und Lochern des Valenzbandes werden Photonen mit der Energie
der Bandliicke generiert. Aufgrund der Impulserhaltung muss bei der strahlen-
den Rekombination eines Elektron-Loch-Paares die Differenz aus Elektron- und
Lochimpuls dem Impuls P = AK des dabei generierten Photons entsprechen.
Dabei ist h das reduzierte Plank’sche Wirkungsquantum und K der Wellenvek-
tor des Photons. Dieser ist fiir die bei der strahlenden Rekombination erzeugten
Photonen des infraroten oder sichtbaren Spektralbereichs vernachléssighar klein
im Vergleich zu den Wellenvektoren der Kristallelektronen. Im Banddiagramm
sind daher nur fast senkrechte Uberginge maoglich.

2.2. Niedrigdimensionale Halbleiterstrukturen

Kann in jeder Dimension der Kristall als unendlich ausgedehnt angenommen
werden, sind in Volumenhalbleitern aufgrund der periodischen Struktur des
Halbleitermaterials die erlaubten Energieniveaus in Form von quasikontinuierli-
chen Energiebdndern separiert durch Bandliicken angeordnet. Die elektronische
Energie-Zustandsdichte D(FE) = dN/ae, das heifst, die Zahl der erlaubten Zu-
stdnde dN pro Energieintervall dE steigt wurzelformig mit der Energie an (siehe
Abb. 22). Wird in mindestens einer Dimension die Ausdehnung des Kristalls
auf die Gréfenordnung der de’Broglie Wellenldnge der quasifreien Kristallelek-
tronen

N
e B3 kel

reduziert, treten Quantisierungseffekte auf. Dabei ist h der Plank’sche Wirk-
ungsquantum, p der Impuls des Elektrons und m* dessen effektive Masse. Die
effektive Masse tragt der verdnderten Dispersionsrelation von Kristallelektro-
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Volumenkristall: Quantengraben:
D(E) D(E)

Quantenfaden: Quantenpunkt:

D(E) D(E)

Abbildung 2.2.: Energie-Zustandsdichte D(F) = dN/de in (3D) Volumen-
kristall, (2D) Quantengraben, (1D) Quantenfaden und (0D) Quantenpunkt.

Entnommen aus [STUOSg].

nen gegeniiber freien Elektronen Rechnung E(k) = #%%/am+. Eine Quantisie-
rung der Zustédnde erfordert Halbleiterstrukturen im Nanometer-Bereich. Dies
kann zum Beispiel ein Ubergang von Halbleitermaterialien mit unterschiedlich
groffen Bandliicken sein. An einem derartigen Heteroiibergang kommt es zu
einer Bandverbiegung und damit zu gebundenen Zusténden in vertikaler Rich-
tung. Es entsteht ein sogenannter Quantengraben. In diesem bilden sich zweidi-
mensionale parabolische Energiesubbénder in den beiden Richtungen senkrecht
zu der Quantisierungsachse, in denen sich die Kristallelektronen noch quasi-
frei bewegen konnen (quasi-2-D-Elektronengas). Die Subbénder sind energetisch
durch den Abstand der Energiequantelung in vertikaler Richtung getrennt. Die
Energie-Zustandsdichte ist innerhalb der Subbédnder konstant und steigt trep-
penférmig mit der Energie an. Bei Quantenfaden gibt es nur noch eine Bewe-
gungsrichtung, in der sich die Kristallelektronen quasifrei bewegen kénnen. Die
Zustandsdichte verlduft innerhalb der eindimensionalen Subbénder wie die re-
ziproke Wurzel mit der Energie. In Quantenpunkten sind die elektronischen
Zustédnde in alle drei Raumrichtungen lokalisiert. Daraus resultieren eine d-
distributionsartige Energie-Zustandsdichte und diskrete Energieniveaus wie bei
Atomen. Daher werden Quantenpunkte auch als kiinstliche Atome bezeichnet,
auch wenn sie bis zu 10* Atome beinhalten kénnen [BIM99].

2.2.1. Quantenpunkte

Quantenpunkte sind mesoskopische Objekte mit in allen drei Raumrichtungen
lokalisierten Energie-Eigenzusténden. Es gibt mehrere Verfahren Quantenpunk-
te herzustellen. In dieser Arbeit werden durch selbstorganisiertes Wachstum ent-
standene Quantenpunkte aus Indiumarsenid (InAs) in einer Matrix aus Galliu-
marsenid (GaAs) betrachtet. Dieses als Stranski-Krastanov-Wachstum bekannte
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Verfahren beruht auf der Energieminimierung einer Kristalloberflache [BIM99].
Auf einen GaAs-Volumenkristall wird eine wenige Monolagen dicke Schicht aus

Abbildung 2.3.: Auf einer GaAs(001)-Oberfliche gewachsene InAs Quan-
tenpunkte. [ Rastertunnelmikroskopische Aufnahme eines InAs Quanten-
punktes ohne Uberdeckung. [If Hohenprofil eines Quantenpunktes in [110]-
Richtung (a) und in [110]-Richtung (b). Daneben jeweils die rastertunnelmi-
kroskopischen Aufnahmen. Abbildungen entnommen aus [MAROIa].

InAs aufgewachsen. Da die Gitterkonstanten beider Materialsysteme verschie-
den sind, verspannen die Lagen. Ab einer von dem Indiumgehalt abhidngigen
Schichtdicke wird die Oberflichenspannung durch die Bildung InAs-haltiger In-
seln minimiert. Dadurch entstehen statistisch verteilte, fast pyramidenférmige
Quantenpunkte mit einer ebenfalls statistischen Grofenverteilung [BIM99]. In
Abb. 23T und Abb. 2311 sind rastertunnelmikroskopische Aufnahmen eines In-
As Quantenpunktes auf einer GaAs(001)-Oberflache dargestellt. Der Prozess der
Selbstorganisation wird gestoppt, indem die Quantenpunkte mit einer Schicht
aus GaAs iiberwachsen werden. Dabei flachen die Quantenpunkte ab [BIM99).

2.3. Funktionsprinzip eines Halbleiterlasers

Eine Halbleiter-Laserdiode ist im einfachsten Fall ein pn-Ubergang. Hierbei han-
delt es sich um einen Halbleiterkristall, der auf der einen Seite mit Donatoren
(p-Dotierung) und auf der anderen Seite mit Akzeptoren (n-Dotierung) dotiert
ist. Im thermischen Gleichgewicht haben beide Kristallhélften das gleiche elek-
trochemischen Potential, das sogenannte Fermi-Niveau Fpr. Aufgrund der un-
terschiedlichen Dotierung der beiden Kristallhélften sind die Lagen ihrer Ener-
giebdander relativ zu dem Fermi-Niveau unterschiedlich. Die Valenzbandober-
kante Ej, des p-dotierten Bereichs liegt dichter an dem Fermi-Niveau als die
Valenzbandoberkante Ej; des n-dotierten Bereichs. Die Absténde der Leitungs-
bandunterkanten E? und E7 des p- und des n- dotierten Bereichs zu Er verhal-
ten sich entgegengesetzt. In der Ubergangszone zwischen den beiden Bereichen
kommt es daher zu einer Bandverbiegung. In der semiklassischen Theorie wird



8 2. Theoretische Grundlagen
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Abbildung 2.4.: Schema eines pn-Ubergangs im Nichtgleichgewicht; (a) Po-
lung in Durchlassrichtung; (b) Polung in Sperrichtung. Gezeigt ist das Ban-
derschema bei Anliegen einer duferen Spannung —U in (a) bzw. +U in (b).
Im Bereich des pn-Ubergangs spaltet das Fermi-Niveau des Gleichgewichts
in Quasi-Ferminiveaus fiir Elektronen E7. (punktierte Linie) und Locher E%

(gestrichelte Linie) auf. Nach [IBASS].

diese durch ein ortsabhéingiges Makropotenial V' (x) beschrieben. Dabei ist x eine
Achse senkrecht zu der Schichtstruktur. Die Bandverbiegung kann man sich wie
folgt entstanden denken: Liegt wie bei Raumtemperatur und nicht zu hoher Do-
tierung iiblich das Fermi-Niveau zwischen den Storstellenniveaus und der Mitte
des verbotenen Bandes (Storstellenerschopfung), so werden um den Dotierungs-
sprung raumfeste Donator- und Akzeptorstorstellen nicht mehr mit Elektronen
des Leitungsbandes im n-dotierten beziehungsweise mit Lochern des Valenzban-
des im p-dotierten Bereich kompensiert. Dadurch entsteht eine Raumladungszo-
ne, genauer eine geladene Doppelschicht (negativ im p-dotierten und positiv im
n-dotierten Bereich) zu beiden Seiten des Dotierungssprunges. Nach der Poisson-
gleichung fithren diese zu einer Kriitmmung des Makropotentials V' (z), die einer
Bandverbiegung um —eV (z) entspricht. Dabei ist e die Elementarladung. Die
Maximaldifferenz des Makropotentials Vp wird als Diffusionsspannung bezeich-
net. Nach dem Massenwirkungsgesetz gilt —eVp = Ej. — EY},. Das thermische
Gleichgewicht ist ein dynamisches Gleichgewicht. Die durch das elektrische Feld,
das durch die Kriimmung des Makropotentials hervorgerufen wird, bewirkten
Feldstrome gleichen sich mit den Diffusionsstromen, die durch die Konzentra-
tionsprofile der Ladungstrager in der Raumladungszone hervorgerufen werden,
aus.

Eine extern angelegte Spannung treibt das System aus dem Gleichgewicht. Ist
sie zeitlich konstant, konnen die Verhéltnisse im pn-Ubergang als stationérer Zu-
stand nahe dem thermischen Gleichgewicht beschrieben werden. In Durchlass-
richtung wird die Energiebarriere —eVp um den Betrag der angelegten Spannung
verringert (siche Abb. ZZh). Dadurch wird der Elektronenstrom von dem n-
dotierten in den p-dotierten Bereich und der Lécherstrom von dem p-dotierten in
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den n-dotierten Bereich exponentiell erhcht. Die entgegengesetzten Strome blei-
ben annihernd konstant, was zu einem Nettostromfluss durch den pn-Ubergang
fiihrt. In Sperrichtung wird die Energiebarriere um den Betrag der angelegten
Spannung erhoht (siehe Abb. 2X4b). Es kommt zu einer Zeitskalentrennung zwi-
schen den schnellen (~ ps) Elektron-Elektron und Loch-Loch-Streuprozessen
innerhalb der Bénder und der langsamen (~ ns) Ladungstrigerrekombination
iiber die Bandliicke hinweg. Da die Streuprozesse innerhalb der Bénder schnell
gegeniiber der Diffusion der injizierten Ladungstriger sind, befindet sich jedes
Ensemble (Elektronen, Locher) fiir sich im thermischen Gleichgewicht. Innerhalb
der Béander konnen die Ladungstriagerverteilungen deshalb wieder iiber Fermi-
Verteilungen beschrieben werden, jedoch mit nicht mehr identischen Quasi-
Fermi-Niveaus E7: und E7. fiir Elektronen und Lécher. Die Differenz beider
Niveaus EJ: — E% = —eU entspricht der angelegten Spannung U multipliziert
mit der Elementarladung e. Die Verteilungsfunktion fiir die Leitungsbandelek-
tronen lautet nun

1
1 +exp <Ek;§g)

und fiir die Verteilungsfunktion der Locher in dem Valenzband gilt

f(E, ER,T) =

1

1— f(E,E%T) = p .
e ()

Fiir den Laserbetrieb ist strahlende Rekombination von Elektron-Loch-Paaren
in der Grenzschicht des pn-Ubergangs entscheidend. Deshalb wird diese hiufig
als aktive Zone oder aktive Schicht bezeichnet. Damit die strahlende Rekombi-
nation von Elektron-Loch-Paaren in dem Ubergangsbereich die Absorption von
Photonen {iberwiegt, muss eine Ladungstriagerinversion erreicht werden. Das
heifst, die Elektronendichte des Valenzbandes muss grofer sein als die des Lei-
tungsbandes. Diese Laserbedingung ist erreicht, wenn die Differenz der Quasi-

Fermi-Niveaus grofer ist als die Bandliicke £, [PETSS]
EL — EL > E,. (2.1)

Bei einem homogenen pn-Ubergang, bei dem die n-dotierte und die p-dotierte
Seite aus dem gleichen Material bestehen, ist dies nur fiir in die Entartung do-
tierte Materialien moglich. Bei diesen liegt im thermischen Gleichgewicht das
Fermi-Niveau innerhalb des Valenzbands des p-dotierten Bereichs und innerhalb
des Leitungsbands des n-dotierten Bereichs (siehe Abb. 25 a) und b)). Mit der-
artigen Homostrukturen wird erst bei hohen Stromdichten die Besetzungsinver-
sion erreicht. Die damit verbundene Joule’sche Wérme begrenzt die Lebensdauer
von Homostrukturen. Daher wurden Halbleiter-Laserdioden erst mit der Erfin-
dung des Doppelheterostrukturlasers im industriellen Mafsstab einsetzbar. In
diesen Strukturen ist zwischen den p- und n-dotierten Gebieten (pn-Ubergang)
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Abbildung 2.5.: Elektronische Bénderschemata FE(x) von pn-Halbleiter-
Laserstrukturen ldngs einer Achse senkrecht zur Schichtstruktur: a) In
die Entartung dotierter pn-Ubergang im thermischen Gleichgewicht; b)
gleicher Ubergang mit maximaler Vorspannung U in Flussrichtung; c)
Doppelheterostruktur-Ubergang mit maximaler Vorspannung U in Flussrich-
tung. Ej2" bezeichnen die Quasi-Ferminiveaus, Ef, Ey Leitungs- bzw. Va-
lenzbandkanten. Abbildung entnommen aus [IBASS].

mit groferer Bandliicke eine schwach dotierte oder intrinsische Schicht aus Halb-
leitermaterial mit einer kleineren Bandliicke eingebettet. Diese dient als aktive
Schicht des pn-Ubergangs. Bei Polung in Flussrichtung liegen die Quasi-Fermi-
Niveaus in der aktiven Schicht innerhalb des Leitungs- bzw. Valenzbandes und
gewdhrleisten damit die Bedingung fiir die Besetzungsinversion (2.]]) (siche Abb.
c)). Die aktive Schicht wird mit Elektronen und Lochern geflutet, die we-
gen der Banddiskontinuitdten im Leitungs- und Valenzband ,eingeschlossen®
sind. Dies fithrt zu héheren Ladungstragerdichten und damit zu einer erhohten
strahlenden Rekombination. Im Idealfall hat das Material der aktiven Schicht
einen geringeren Brechungsindex als das umliegende Material, so dass das durch
induzierte Emission erzeugte Licht an den Grenzflachen der aktiven Schicht to-
talreflektiert wird und so ein Wellenleiter ensteht.

2.4. Der optische Fiillfaktor I

Der optische Fiillfaktor I' beschreibt das Verhéltnis der Lichtintensitéit in der
aktiven Schicht zu der Lichtintensitéit in der gesamten Kavitat

o E@PRE
JAAE(@)2d3r

T (2.2)
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Dabei ist E(r) das elektrische Feld innerhalb der Kavitét, Vi das Volumen der
aktiven Schicht und V' das Volumen der Laserkavitat. Je grofser der optische Fiill-
faktor ist, desto mehr Wechselwirkungen zwischen den Ladungstrégern und dem
elektrischen Feld durch induzierte Absorption und Emission sind zu erwarten.
Der optische Fiillfaktor hat also die Bedeutung einer Kopplungsstéirke zwischen
dem elektrischen Feld in der Laserkavitit und der Ladungstriagerinversion. In
Kapitel [7] wird analysiert, wie der optische Fiillfaktor das Einschwingverhalten
der Laserdiode in den Gleichgewichtzustand beeinflusst. In einfachen Ratenglei-
chungsmodellen wie dem in Kapitel [3] beschriebenen, wird angenommen, dass
die Intensitatsverteilung des elektrischen Feldes in der Kavitat gleichméfig ist,
wahrend die Ladungstragerinversion auf die aktive Schicht beschrankt ist. In
dieser Ndherung ergibt sich der optische Fiillfaktor aus dem Verhéltnis der Vo-
lumina der aktiven Schicht Vi, und der Kavitat V'

Vakt

I'= .
V

Quantenpunktlaser haben geringere optische Fiillfaktoren als Quantengraben-
laser gleicher Schichtstruktur. Bei Letzteren erstreckt sich die aktive Zone iiber
eine gesamte Schicht orthogonal zu der Lichtemission. Sie haben deshalb nur
einen vertikalen Fiillfaktor T',, der den vertikalen Uberlapp der optischen Mode
mit der elektronisch aktiven Schicht beschreibt. Bei Quantenpunktlasern fiillen
die Quantenpunkte die aktive Schicht nicht komplett aus, so dass noch eine
Komponente des Fiillfaktors in dieser Ebene I',, = N©P,, hinzukommt. Da-
bei ist N9P die Quantenpunktdichte und ~,, die durchschnittliche Grundfléiche
eines Quantenpunktes in der aktiven Schicht. Bei mehreren iibereinanderliegen-
den Quantenpunktschichten nimmt der optische Fiillfaktor nahezu linear mit
der Anzahl der Schichten ay, zu [BIM99)

['=a,N%P,,T.. (2.3)

Um die optische Verstirkung, auch modaler Gewinn genannt, zu erhéhen, wer-
den bei Quantenpunktlasern mehrere Schichten mit Quantenpunkten tibereinan-
dergewachsen. Die aktive Schicht, der in dieser Arbeit betrachteten Laserstruk-
tur, besteht aus 15 Lagen mit Quantenpunkten, die voneinander mit diinnen
GaAs-Schichten getrennt sind (siche Kapitel B.1).

2.5. Brechung und Reflexion
elektromagnetischer Wellen

Die Brechung und Transmission elektromagnetischer Wellen an einer ebenen
Grenzflache zweier dielektrischer Medien wird fiir beliebige Einfallswinkel durch
die fresnelschen Formeln beschrieben [JAC98al. Hier betrachten wir nur den ein-
fachsten Fall einer sich in 2-Richtung ausbreitenden linear polarisierten ebenen
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A

y

241 M2

Abbildung 2.6.: Skizze zur Veranschaulichung der im Text benutzten Bezeich-
nungen. Eine von links einfallende Welle mit der komplexen Amplitude E;
trifft auf eine Grenzfliche bei z = 0. Die Amplitude der reflektierten Welle
ist By yeyf, die der transmittierten Welle Ej

Welle mit der komplexen Amplitude E;. Diese breitet sich in einem Medium
mit komplexen Brechungsindex p; aus. Bei z = 0 trifft sie senkrecht auf die
Grenzflache mit einem Medium, das den Brechungsindex po hat. Die Amplitude
der reflektierten Welle wird mit E, ,.; und die der transmittierten Welle mit F
bezeichnet (sieche Abb. ). Der Reflexionskoeffizient ri5 ist definiert als der
Quotient aus reflektierter und einfallender Feldamplitude

_ El,reff _ Ho — 1
Ey Ho + 1

12 (2-4)

Der Transmissionskoeffizient ¢, ist gegeben als der Quotient aus transmittierter
und einfallender Feldamplitude
E2 2,u1

tip = — = .
2 Ev o opg A+ ope

Das Reflexionsvermogen R einer Grenzfliche beschreibt das Verhéltnis der In-
tensitdten von einfallender und reflektierter Welle. Da die Intensitét proportio-
nal zu dem Betragsquadrat der Feldamplitude ist, ergibt sich das Reflexionsver-
mogen der Grenzflache zu

M2 — M1
M2 — fa

2

*

Hier wurde noch die komplex Konjugierte des Reflexionskoeffizienten 77}, einge-
fiihrt. Im Allgemeinen sind die Brechungsindizes p = p/ +ip” komplex, mit dem
Realteil ¢/ und dem Imaginérteil p”. Der Imaginérteil beschreibt die Absorption
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der Welle im Medium und ist iiber p” = Favs¢/2w = Favso/ar mit dem Extinkti-
onskoeffizienten k., verkniipft. Dabei ist w die Frequenz der Welle und A ihre
Wellenlénge im Vakuum. In dem betrachteten GaAs-Materialsystem kann bei
Wellenldngen im Mikrometer-Bereich jedoch p” vernachlassigt werden. Im Fol-
genden sei angenommen, dass pf > pf, gilt. Dann kann der Reflexionskoeffizient
rio fiir die Reflexion am optisch diinneren Medium einfach durch r, = VR
beschrieben werden. Bei der Reflexion am optisch dichteren Medium muss noch
beachtet werden, dass ein Phasensprung um = erfolgt. Es gilt also, wie aus (2.4))
ersichtlich, ro; = —+v/R. Abschliefend sei noch erwahnt, dass fiir Medien mit
reellem Brechungsindex (transparente Medien) die Relation

t12t21 — 1 - R

gilt.

2.6. Naherung der langsam veranderlichen
Amplitude

Eine wichtige Naherung fiir die Beschreibung der elektrischen Feldkonfigurati-
on in der Laserkavitét ist die Naherung der langsam verdnderlichen Amplitude.

4 E

Afth coslw t)

Abbildung 2.7.: Veranschaulichung der Naherung der langsam verdnderlichen
Amplitude. Die elektrische Feldstérke F(t) wird in eine langsam verénderliche
Amplitude A(t) und eine schnell verdnderliche Tragerwelle cos(wt) zerlegt.

Nach [HAKS3).

Bei dieser wird angenommen, dass sich die zeitabhéngige elektrische Feldstar-
ke E(t) in eine schnelle Trigerwelle e=** und eine im Vergleich dazu langsam
verdnderliche Amplitudenfunktion A(t) zerlegen lasst

Et)=A(t)e ™" + k.k..

Dabei ist w die Kreisfrequenz des Lasers, und k.k. steht fiir den komplex konju-
gierten Teil der Welle. In dieser Naherung vereinfacht sich die zeitliche Ableitung
der Feldstirke E(t) zu

) 0A

E(t) = (—iwA+ E)e’m ~ —iwAe ™ = —iwE(t),
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wobei die Naherung |%| < |wA| gemacht wurde. In dieser N&dherung kommen
in der Wellengleichung fiir das elektrische Feld in dem Resonator nur noch erste

zeitliche Ableitungen vor.
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3. Ratengleichungsmodell fiir
Halbleiterlaser

3.1. Herleitung der Ratengleichung des
elektrischen Feldes

In diesem Abschnitt wird eine Wellengleichung fiir das elektrische Feld E inner-
halb der Laserdiode, aus den Maxwellgleichungen fiir dielektrische, nichtmagne-
tische Materie hergeleitet.

3.1.1. Elektromagnetische Wellen in dielektrischer Materie

Die Wirkung der Felder E und B auf Probeladung ist durch die beiden homo-
genen Maxwellgleichungen

VXxE+B=0 (3.1a)
V-B=0 (3.1b)

gegeben. Die beiden inhomogenen Gleichungen

V-D=p (3.2a)
VxH-D=]j (3.2b)

beschreiben die Erzeugung der Felder D und H durch gegebene Ladungen und
Strome. Dabei ist B die magnetische Induktion, H das magnetische Feld, D
die dielektrische Verschiebung, p die Volumendichte freier Ladungstrager und j
die freie Flachenstromdichte. Partielle zeitliche Ableitungen sind mit Punkten
gekennzeichnet. Die Zusammenhénge zwischen D und E sowie H und B sind
iiber

1

D=¢E+P und H=—B-M (3.3)
Ho

gegeben. Dabei ist P die makroskopische elektrische Polarisation, M die Ma-
gnetisierungstromdichte, €, die Dielektrizitatskonstante des Vakuums und g
die Permeabilitdt des Vakuums. Das Gleichungssystem (B1), (8:2]) und (B3) ist

nicht vollstdndig. In zwei Materialgleichungen muss noch der Zusammenhang
zwischen dem elektrischen Feld E und der von ihm induzierten Polarisation P
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sowie zwischen dem magnetischen Feld H und der Magnetisierung M herge-
stellt werden. Die Antwort der Materie auf die Felder E und H kann bei nicht
zu groken Feldstérken als linear angenommen werden (lineare Antworttheorie).
Der Zusammenhang zwischen Polarisation und elektrischem Feld wird durch
die elektrische Suszeptibilitdt y. beschrieben, der Zusammenhang zwischen Ma-
gnetisierung und magnetischem Feld durch die magnetische Suszeptibilitat x,,.
Im Allgemeinen sind diese Zusammenhénge nichtlokal und nichtsynchron. Das
heiflt, die Suszeptibilitdten sind sowohl orts- als auch zeitabhéngig. Polarisati-
on und Magnetisierung sind dann durch Faltung der Suszeptibilitdten mit den
Feldern gegeben. So gilt fiir die Polarisation

P(r,t) = ¢ (Xe *E) (r,t) = 60/ /d?"r”dt’xe(r —1't—t")-E(r',t). (34)
RS JR

Dabei ist die Faltung mit % gekennzeichnet und die Matrixmultiplikation mit
einem Punkt. Da Kausalitat gefordert wird, ist die elektronische Suszeptibilitét
fiir Zeiten t' < t gleich Null. Ein analoger Zusammenhang gilt fiir M und H. Da
Polarisation und Magnetisierung von der Raumrichtung abhéngig sein konnen,
sind x. und x,, im Allgemeinen Tensoren zweiter Ordnung. Wir betrachten
hier jedoch nur den einfachsten Fall eines homogenen, isotropen Mediums, in
dem die Suszeptibilitdten skalar sind [JAC98a]. Da die Fouriertransformierte
der Faltung zweier Funktionen das Produkt der Fouriertransformierten dieser
Funktionen ist, gilt fiir die Fouriertransformierte der Polarisation

~ ~

Pk,w) = eoxe(k,w)E(k,w). (3.5)

Dabei ist mit k der Wellenvektor und mit w die Kreisfrequenz der Polarisation
bezeichnet. Die Fouriertransformierte einer ortsabhéngigen Funktion F(r) ist
wie in der Physik iiblich tiiber

A~

f(k) = /RS dPr f(r)e T

definiert. Da der zugrundeliegende Funktionenraum so gewahlt wird, dass die
Fouriertransformation auf diesem eine Bijektion ist, entspricht die Fourierriick-
transformierte wieder der Funktion selber

1 37, ¢ ik-r
1) = s [ PR

Die Fouriertransformation einer zeitabhdngigen Funktion ¢(¢) ist hingegen tiber

wn:éﬁamm

definiert. Damit ergibt sich die Riicktransformierte zu

1 ~ —iwt
olt) = 3= [ dwil)e ™.
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Mit diesen Definitionen kann das elektrische Feld als Superposition ebener Wel-
len e'®&r=<%) dargestellt werden

1 . .
E(r.t) = Pk | doBE(k, w)elkr—wb),
.0 = e [ 4% [ dBlew)e

Der Zusammenhang zwischen dielektrischer Verschiebung und dem elektrischen
Feld im (k,w)-Raum wird durch Fouriertransformation von (B.3]) erhalten:

D(k,w) = € (1 + Xe(k,w))E(k,w) =: eoé(k,w)E(k,w).

Dabei wurde in der letzten Gleichung die dielektrische Funktion der Materie
¢ = (1 + Xe) eingefiihrt. Ebenso erhélt man fiir den Zusammenhang zwischen
der magnetischen Induktion und dem magnetischen Feld im (k,w)-Raum:

B(kv w) = MO(l + XM(ka w))I:I(kv w) = NOﬂI:I(ka w)'

Dabei wurde die relative magnetische Permeabilitit i1 = (1 4 x,,) eingefiihrt.
Die magnetische Permeabilitdt kann fiir die betrachteten Halbleitermaterialien
in guter Naherung gleich Eins gesetzt werden, da diese nichtmagnetisch sind.
Daher wird im Folgenden B(k,w) = puoH(k,w) gesetzt. Fiir die Herleitung der
Wellengleichung wenden wir die Rotation auf das Induktionsgesetz (B.1a) an
und benutzen das Ampeérsches Durchflutungsgesetz (3.2D)). Dies liefert

V(V-E) - AE = —i(j + D). (3.6)

Nehmen wir weiterhin an, dass in dem betrachteten Halbleitermaterial das Ohm-
sche Gesetz

j=o0E
gilt, folgt aus Gleichung (B.6))

o . 1. 1 .
AE - —E--E=—P+V(V: -E). 3.7

€oc? c? €oc? +V( ) (3.7)

Dabei bezeichnet o die differentielle Leitfdhigkeit und es wurde die Lichtge-

schwindigkeit ¢ = 1/ /@m0 eingefiihrt. Die Gleichung (B.1) kann noch durch die

Annahme transversaler Felder (V - E = 0) vereinfacht werden. Sind keine freien
Ladungstriager vorhanden (p = 0), folgt aus den Gleichungen (B.2a) und (B.3))

—VPIEQVE

Da in Halbleitermaterialien der die Polarisationsladungsdichte beschreibende
Term —V - P vernachlissigbar ist [AGR93)|, ist die Annahme eines transversalen
elektrischen Feldes gerechtfertigt. Die resultierende Wellengleichung
1. 1 .
AE- -~ E-—E=—P (3.8)

€02 c2 €9C2
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fiir ein makroskopisches elektrisches Feld, dessen Dampfung mit der Leitfdhig-
keit o des Materials ansteigt, ist der Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberle-
gungen. Im Rahmen der hier betrachteten semiklassischen Lasertheorie werden
die makroskopischen Felder klassisch, die Materie jedoch quantenmechanisch
beschrieben. Das elektrische Feld induziert elektrische Dipolmomente, beschrie-
ben durch quantenmechanische Dipoloperatoren p; in der Materie. Anschau-
lich betrachtet wird dabei ein Valenzbandelektron durch das elektrische Feld in
das Leitungsband angeregt. Das entstehende Elektron-Loch-Paar bildet ein mi-
kroskopisches Dipolmoment. Die makroskopische Polarisation ergibt sich durch
statistische Summation iiber ein Ensemble dieser Dipole

P(r,t) =Tr{p(r,t)p}. (3.9)

Dabei ist p die Dichtematrix des Systems und die Spurbildung (Tr) erfolgt
tiber alle Energie-Eigenzustande [CHO94]. Die Losung der Wellengleichung (3.8))
beinhaltet also folgende Selbstkonsistenzprozedur: Statistische Mittelung der
durch das elektrische Feld induzierten Dipolmomente (p;) liefert die makrosko-
pische Polarisation. Diese stellt den Quellterm der Wellengleichung (B.8]) dar.
Wenn deren Lésung E' mit dem urspriinglichen Feld E {ibereinstimmt, wird die
Wechselwirkung von Licht und Materie konsistent beschrieben. Diese Prozedur
ist in Abb. B veranschaulicht. Die semiklassische Betrachtungsweise beinhaltet

Quanten- statistische Maxwell-

E(r,t) ——— (p,) ——»P(r,t) ———— E'(r,1)

mechanik Summation Gleichungen
T Selbstkonsistenz

Abbildung 3.1.: Selbstkonsistenzprozedur der semiklassischen Theorie zur Lo-
sung der Wellengleichung (B.8]).

noch nicht den Effekt der spontanen Emission, der erst aus der Quantisierung
der Felder hergeleitet werden kann [HAKS5|. Die spontane Emission wiirde einen
zusétzlichen Quellterm auf der rechten Seite von (B.8)) ergeben. Da die spontane
Emission die Ursache fiir wichtige Eigenschaften des Lasers, wie zum Beispiel
seine Linienbreite ist, wird ihr im Rahmen der semiklassischen Theorie durch
einen statistischen Term in der Feldgleichung Rechnung getragen [HENS82]. Dar-
auf wird in Kapitel eingegangen.

3.1.2. Zusammenhang von Suszeptibilitat und optischen
Grolen

In diesem Kapitel wird die optische Verstarkung des elektrischen Feldes sowie
der Realteil des Brechungsindex in der aktiven Schicht mit der elektronischen
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Suszeptibilitdat in Verbindung gebracht. Die optische Verstirkung wird im Fol-
genden auch als Gewinn bezeichnet. Es wird vereinfachend angenommen, dass
der Zusammenhang zwischen der Polarisation und dem elektrischen Feld lokal
ist. Damit sind Suszeptibilitdt und dielektrische Funktion ortsunabhéngig. Fou-
riertransformation der Wellengleichung (B.8) und Einsetzen von (B.0) liefert

2 2 .

{ ey C—nge(w)}E(f{,w) —0. (3.10)

Diese Gleichung hat nichttriviale Losungen, falls die Wellenzahl k folgende Di-
spersionsrelation erfiillt:

B2 = (%)2 [1 + Xe(w) +z€%} (3.11)
@)

Aufgrund von Absorption beziehungsweise Verstirkung im Halbleitermaterial
ist die Wellenzahl komplex. Durch das Anlegen einer externen Spannung an
die Laserdiode werden Elektron-Loch-Paare in der aktiven Schicht erzeugt und
bei ausreichender Spannung eine Populationsinversion in dieser erreicht. Die
Inversionsdichte, das heifst die Differenz aus Elektronen- und Locherzahldichte,
wird im Folgenden mit n bezeichnet. Um Anderungen der Suszeptibilitit durch
die Anwesenheit von Ladungstriagern in der aktiven Schicht zu beschreiben, wird
diese in zwei Anteile aufgespalten

Xe(w’ n) - ng(w) + Xp(w’ n)

Dabei ist X3, die Suszeptibilitdt der ungepumpten aktiven Schicht, also der ak-
tiven Schicht ohne anliegende dufere Spannung. Anderungen der Suszeptibilitéit
durch freie Ladungstrager werden durch y, beschrieben. Die Dispersionsrelation
(BII) nimmt damit die Gestalt

~ . N N o
B = k3| (L Xhy) + %+ 6 (X + G+ — )| (3.12)
—— ow
ébg
an. Hierbei wurde der Wellenvektor des Vakuums ky = «/c eingefiihrt und

€y = 1+ X3, beschreibt die dielektrische Funktion des ungepumpten Materi-
als. Realteile sind mit * und Imaginérteile mit ” gekennzeichnet. Der komplexe
Wellenvektor £ kann auch durch die optische Grofe des komplexen Brechungs-
index = ¢/ + ip” beschrieben werden

- ) 2

k* = kg (,u’ + iu") : (3.13)
Das Verhéltnis der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum zu der Phasengeschwin-
digkeit der elektromagnetischen Welle in dem Medium ist durch den Realteil



20 3. Ratengleichungsmodell fiir Halbleiterlaser

des komplexen Brechungsindex ' gegeben. Absorption beziehungsweise Verstér-
kung der Welle im Medium werden durch seinen Imaginérteil ;1 beschrieben.
Dieser wird hiufig durch die auf die Intensitéit I o< |E|? bezogene Absorptions-
konstante ks ausgedriickt. Sie wird in Einheiten von Eins pro Lénge angege-
ben. Die Intensitat fallt beim Eindringen in das Medium exponentiell mit der
Eindringtiefe d ab

I o Ioe Favs?,

Die Ausgangsintensitat ist mit Iy bezeichnet. Zwischen dem Imaginérteil des
Brechungsindex und der Absorptionskonstante besteht der Zusammenhang

"o Rabs

AT

Die denkbar einfachste Losung der Wellengleichung (B.8]), eine sich in eine Raum-
richtung (hier z-Richtung) ausbreitende linear polarisierte ebene Welle, nimmt
mit den eingefiihrten Grofen die Gestalt

Fabs

E(z,t) = Epe” 2

zeilhon’z=wt) 4 k. (3.14)

an. Dabei ist Fj eine konstante komplexe Amplitude und k.k. steht fiir den kom-
plex konjugierten Anteil der Welle. Gleichsetzen von (B12]) und (BI3) stellt den
Zusammenhang zwischen der Suszeptibilitdt und dem komplexen Brechungsin-
dex her:

,u12 N (Habs>2 _ gb + X/ (315&)
2ko g A
kO ~I N/ o
Kabs = ﬁ (ng +Xp T+ EO—W> (3.15Db)

Bei den hier betrachteten Wellenldngen im Mikrometer-Bereich (A = 1,3 um)
ist der Betrag von p” viel kleiner als der von p’

|| = [Rabsfako| < |1].

Damit kann (3.I5al) zu

W= \fen + %, (3.16)

genihert werden. Zu xj, tragen mehrere Mechanismen bei. Dominierend ist die
Bandliickenverkleinerung des Materials der aktiven Zone aufgrund der Présenz
freier Ladungstrager. Es gilt aber auch nach dem Erreichen der Ladungstréger-

inversion stets |X,,| << &, [AGR93]|, so dass (3.I6G) weiter zu

o
Xp

/ ~
ILL = Eb —'—— 317
g 2,“;)9 ( )

“29 —~—~

/

Ap
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genahert werden kann. Dabei wurde der ladungstriagerunabhéngige Teil des re-
ellen Brechungsindex ugg und die pumpinduzierte Brechungsindexidnderung Ay’
eingefithrt. Da x;, gewohnlich negativ ist, nimmt der Realteil des reellen Bre-
chungsindex durch das Anlegen einer Spannung ab. Die Ladungstrigerabhén-
gigkeit des reellen Brechungsindex ist eine Besonderheit von Halbleiterlasern.
In Gaslasern gilt Ay’ ~ 0. Auch in Halbleiterlasern betragt Ay’ nur ungefiahr
1% von pi,,. Diese geringe Variation des Brechungsindex bewirkt aber bereits
signifikante Anderungen sowohl des dynamischen Verhaltens als auch des Emis-
sionsspektrums der Laserdiode. In Kapitel B.5 werden wir néher darauf eingehen.
Da |Ap/| < || gilt, kann der Absorptionskoeffizient durch

ko ~11 N/ o
R = (o + 5 + Eow) (3.18)
genédhert werden. Die Absorption des nicht gepumpten Materials wird durch ;zgg
beschrieben. Mit ansteigender Ladungstrigerdichte in der aktiven Zone werden
die Absorptionsverluste verringert, was sich in X, < 0 ausdriickt. Die Transpa-
renz des Materials fiir die betrachtete Wellenldnge ist erreicht, wenn xg,, = 0
gilt. Oberhalb dieser Schwelle ist k4,5 positiv und die elektromagnetische Wel-
le wird wahrend des Durchlaufens der aktiven Zone verstirkt. Deshalb ist es

sinnvoll einen optischen Gewinn iiber

1 k:O ~11 A//)
opt (= ———— 3.19

einzufithren. Der Faktor 1/2 kommt dadurch zu Stande, dass in dieser Arbeit
der Gewinn beziiglich der Amplitude des elektrischen Feldes, der Absorptions-
koeffizient hingegen beziiglich der Intensitéit I oc |E|? definiert wird. Der Term
koo /cowpy, in Gleichung (B.I8)) tragt Verlustmechanismen Rechnung, die dem Auf-
bau einer Ladungstrigerinversion in den an dem strahlenden Ubergang betei-
ligten Energieniveaus entgegenwirken. Er beinhaltet zum einen Streuverluste an
der Grenzflache der Heterostruktur (vergleiche Abb. [B3) und zum anderen die
Rekombination freier Ladungstrager an Storstellen. Diese Beitrége sind schwie-
rig zu berechnen und werden deshalb hdufig aus dem Experiment bestimmt.
Auch in dem hier betrachteten Modell werden die internen Verluste

=220m™! (3.20)

Rint = =

als experimentell bestimmte Grofe eingefiihrt [KUNO5S]. Nun kann der Ab-
sorptionskoeffizient als Differenz der optischen Verstirkung und der internen
Verluste ausgedriickt werden

Rabs = 2( — YGopt + Hint) .
Die ebene Welle aus (B.14) nimmt damit die Gestalt
E(z,t) = Bgeldort—rmzgilkou'z=wt) 4 I

aln.
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3.1.3. Adiabatische Eliminierung der Polarisation

Das bisher betrachtete Modell besteht aus neun gekoppelten Differentialglei-
chungen. Drei Wellengleichungen fiir die Komponenten des elektrischen Feldes
E (siche Gleichung (3.8)), drei fiir die Komponenten der makroskopischen Po-
larisation P, die noch nicht formuliert wurden und eine fiir die Inversionsdichte
in der aktiven Schicht n (siche Gleichung (B.48))). Eine weitere in Halbleiterma-
terialen oft gerechtfertigte Vereinfachung besteht nun darin anzunehmen, dass
die makroskopische Polarisation wesentlich schneller relaxiert als das elektrische
Feld. Sie passt sich daher quasi-instantan dem jeweiligen Wert des elektrischen
Feldes an. Damit besitzt sie auf der Zeitskala der Anderung des elektrischen
Feldes keine eigenen Freiheitsgrade mehr und folgt ,versklavt® der Felddyna-
mik. Dieser als adiabatische Eliminierung oder Versklavungsprinzip in die Li-
teratur [HAKSH, [GEH03| eingegangene Mechanismus reduziert die Anzahl der
Freiheitsgrade des Systems um drei. In Abb. ist das Versklavungsprinzip
fiir eine skalare komplexe Feldamplitude F = |E|e~*, eine komplexe Polarisa-
tionsamplitude P und die Inversionsdichte n veranschaulicht. Da die Dynamik
der Phase ¢ des elektrischen Feldes von der Dynamik der anderen dynamischen
Variablen entkoppelt, stellt sie keinen zuséitzlichen Freiheitsgrad des Systems
dar (vergleiche (8.72)). Der Phasenraum des Systems ist also vierdimensional
{|E],n, R(P),I(P)}. Die zugrundeliegenden Bewegungsgleichungen werden als
Mazwell-Bloch-Gleichungen bezeichnet [WIE05]. In der Abbildung wird veran-
schaulicht, wie sich eine Trajektorie dem Fixpunkt stabiler Laseremission néahert.
In Abb. B2(a) verlduft sie in allen Dimensionen des Phasenraumes. Laser, in
denen sowohl die Feld- als auch die Polarisationsdynamik von Bedeutung sind,
werden Klasse C Laser genannt. Laser, fiir die die Relaxationszeit der Polari-
sation klein gegeniiber der Relaxationszeit des Feldes ist, werden als Klasse B
Laser bezeichnet. Bei ihnen folgt die Polarisationsdynamik quasi-instantan der
Felddynamik. Daher haben sie nur noch zwei dynamische Freiheitsgrade. Die
Trajektorie verlauft daher in einem zweidimensionalen Unterraum des Phasen-
raumes (Abb. B2(b)). In Abb. B:2(c) folgen sowohl die Polarisations- als auch
die Ladungstragerdynamik der des elektrischen Feldes. Daher ist die Dynamik
auf einen eindimensionalen Unterraum beschrénkt. Laser dieser Art werden als
Klasse A Laser bezeichnet. Halbleiterlaser gehéren zu den Lasern der Klasse
B. Die Ladungstriagerlebensdauern liegen bei dem in dieser Arbeit betrachteten
Quantenpunktlaser im ps-Bereich, wihrend die makroskopische Polarisation bei
Temperaturen {iber 150 K in weniger als 50 fs abklingt [BOR02]. Anschaulich
wird dies verstédndlich, wenn man bedenkt, dass die Ladungstrigerlebensdauer
durch die Rekombinationsrate der Elektron-Loch-Paare bestimmt wird. Die-
se durch Coulomb- und Elektron-Phonon-Streuung hervorgerufene Interband-
streuung ist wesentlich langsamer als die Intrabandstreuung, also Streuprozesse
innerhalb einen Bandes. Die Intrabandstreuung bewirkt, dass die durch das
Feld induzierten mikroskopischen Dipolmomente aufer Phase geraten. Dadurch
klingt ihr statistischer Mittelwert, die makroskopische Polarisation (vergleiche
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class A

' PE®)],n(t))

(a) & classC (b) class B (c)

PE®] n(t))

|E]

Abbildung 3.2.: Veranschaulichung der dynamischen Freiheitsgrade von Klas-
se A, Klasse B und Klasse C Lasern. Bezeichnungen wie im Text. Abbildung

nach [WTEQS].

B9)), ab.

Als Gleichung formuliert bedeutet dies, dass nun auch die zeitabhéngige Polari-
sation als Produkt der elektronischen Suszeptibilitdt und des elektrischen Feldes
ausgedriickt werden kann

P(r,t) = eox.(t)E(r,1). (3.21)
Damit vereinfacht sich die Wellengleichung (B.8)) fiir das elektrische Feld zu

c OE 1 82(6E)
el e L (3.22)

3.2. Losung der Feldgleichung in dem Resonator

In dem Abschnitt 3.1 wurden ebene Wellen als Grundlésungen der Wellenglei-
chung betrachtet. In diesem Abschnitt wird kurz auf realistischere Feldkonfigu-
rationen in der Kavitét eingegangen undbegriindet, warum der Ansatz laufender
ebener Wellen eine sinnvolle Ndherung zu diesen darstellt. Fiir eine realistischere
Losung der Wellengleichung (8.22]) wird ein Separationsansatz gemacht. Bei die-
sem wird das elektrische Feld in einen zeitabhéngigen und einen ortsabhéngigen
Anteil

E(r,t) = E(t)Epgn(r)

aufgespaltet. Die Losungen des ortsabhéngigen Teils des elektrischen Feldes wer-
den die Moden des Resonators genannt. Um diese zu gewinnen, wird fiir E,,,
noch einmal ein Separationsansatz gemacht

Epgm = ¥(2)®(y)Y(2).

Der Index p steht fiir die lateralen Moden (parallel zur aktiven Schicht), ¢ steht
fir die transversalen Moden (orthogonal zur aktiven Schicht) und m markiert
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Abbildung 3.3.: Dreidimensionales Modell eines Halbleiterlasers. Eine p-
dotierte Schicht ist auf ein n-dotiertes Substrat aufgetragen, so dass sich ein
pn-Ubergang ergibt. Die Ausbreitung der betrachteten longitudinalen Licht-
mode erfolgt in z-Richtung, die der transversalen Moden in z-Richtung und
die der lateralen Moden in y-Richtung. Abbildung entnommen aus [CHO94|.

die longitudinalen Moden entlang der z-Achse (sieche Abb. B3). Die Anzahl
der moglichen Moden sowie deren Form wird durch die Brechungsindizes be-
ziehungsweise deren Differenzen zwischen den einzelnen Schichten der betrach-
teten Laserstruktur vorgegeben. Da das Laserdesign oft so gewahlt wird, dass
eine longitudinale Mode iiberwiegt, méchte ich fiir die Herleitung der Ratenglei-
chung fiir die komplexe Amplitude des zeitabhéngigen Anteiles des elektrischen
Feldes nicht die dreidimensionale Wellengleichung (3.22) behandeln, sondern
einen phinomenologischen Zugang wahlen. Dabei wird der Laser als Fabry-
Perot-Resonator betrachtet, der mit dem dielektrischen Material der aktiven
Zone gefiillt ist (sieche Abb. B4]). Das elektrische Feld wird als ebene longitu-
dinale Welle modelliert, die an den Grenzflichen mit der umgebenden Luft bei
z = —L und z = 0 teilweise reflektiert wird. Die sich ausbildene stehende Welle,
auch Fabry-Perot-Mode genannt, ist eine gute Naherung fiir die Feldkonfigura-

tion im Laser [AGR93, [PETSS].

Der phanomenologische Zugang ermoglicht eine anschauliche Herleitung der zum
Erreichen der Laserschwelle notigen Verstarkung. Desweiteren lasst sich auf die-
sem Weg relativ einfach der Einfluss eines externen Spiegels, der einen Teil des
Lichts in den Laser zuriickkoppelt, behandeln. Nachteilig ist bei diesem Zugang,
dass Néaherungen, die bei der Herleitung der Ratengleichung aus der Wellenglei-
chung (3:22) begriindet werden kénnen, phénomenologisch eingefithrt werden
miissen. So wird die zeitabhéngige Amplitude des elektrischen Feldes spéter in
der Ndherung der langsam verdnderlichen Amplitude betrachtet. Auch der opti-
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sche Fiillfaktor I', der sich aus der rdumlichen Mittelung der transversalen und
lateralen Feldmoden ergibt, muss phdnomenologisch eingefiihrt werden. Schliefs-
lich wird implizit noch das Versklavungsprinzip der Polarisation angewendet.
Im Folgenden wird das Feld im Resonator als linear polarisiert angenommen.
Dadurch kann es durch eine komplexe skalare Amplitude beschrieben werden.
Zunéchst wird die Verstarkung gope+n, die zu dem Erreichen der Laserschwelle
notig ist, hergeleitet. Hierzu wird das elektrische Feld im Resonator als Su-
perposition einer vorwérts und einer riickwartspropagierenden Welle dargestellt

[SCHSS8j, SCHI0b]:
E(z,t) = (Ey(2) + E.(2))e™ + kk. mit —L<z<0. (3.23)

Dabei ist w = 27nr die Kreisfrequenz der Welle, die im Folgenden auch ofter
als Frequenz bezeichnet wird, wenn Verwechslungen mit der Frequenz v ausge-
schlossen werden konnen. Um die Formeln iiberschaubar zu gestalten wird der
komplex konjugierte Anteil von ([B:23)) von nun an unterdriickt. Die vorwérts-
propagierende Feldkomponente wird durch

E,(2) = Ev(_L)eifc(z—i—L) = B, (— L)+ elgon—rin) (-+L)
und die riickwartspropagierende Komponente durch
ET<Z) = Er<0)e*i];32 — Er<0)67ikze—(gopt7,%nt)z

beschrieben. Hierbei wurde die reelle Wellenzahl in Materie k = 24’ eingefiihrt.
Da sich der zeitabhingige Anteil der ebenen Welle e~ bei der Reflexion an
den Facetten nicht dndert, kann entweder nur der ortsabhéngige Anteil der Welle
oder deren Fouriertransformierte

A

E(z,w") = (Ey(2) + E.(2))2m0, (W)

betrachtet werden. Im Folgenden wird die fouriertransformierte Welle E(z,w')
betrachtet, der Term 274,,(w’) jedoch aus Griinden der Ubersichtlichkeit unter-
driickt. Die Amplitude des vorwarts- und des riickwértspropagierenden Feldes
sind {iber die im Allgemeinen komplexen Reflexionskoeffizienten

r = |r1]et = /Ry und 1y = |rp]e? = /Rye™® mit ¢y, ppeR
wie folgt miteinander verbunden:
E,(=L) =mE.(—=L) und FE.(0)=ryE,(0) (3.24)

Damit sich eine stabile Feldkonfiguration in dem Resonator einstellt, darf sich
die Phase des Feldes bei einem Umlauf nur um ein ganzzahliges Vielfaches von
27 verdndern (konstruktive Interferenz). An der Laserschwelle stellt sich eine
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T, I
’ Ty, Ry

E,(2)

-L 0 =z

Abbildung 3.4.: Der Fabry-Perot-Resonator besteht aus einem dielektrischen
Medium der Lange L. Die Grenzflaichen mit der umgebenden Luft haben die
Reflexionskoeffizienten 1 bei z = —L und r9 bei z = 0 beziehungsweise die
Reflektivititen Ry = |r1|? und Ry = |r2|%. Das Feld im Resonator wird durch
die Uberlagerung einer vorwirts propagierenden E,(z) und einer riickwirts
propagierenden, ebenen Welle E,.(z) gebildet. Bei nicht verspiegelten Facetten
gilt fir GaAs Ry = Ry = 0.32.

stabile Feldkonfiguration ein, in der die internen- und die Spiegelverluste ge-
nau durch die optische Verstarkung ausgeglichen werden. Unter Benutzung der
Randbedingungen ([3.24]) folgt

Ev<_L) = TlEr<_L> = TlEr(O)eikLe(QOPt*Hint)L
= 7“17“2Ev(—L)eiszeu(gOPt*“mt) (3.25)

& 1 = ryrye®kE 2l gopt—rint)

Der Betrag der obigen Gleichung liefert die Bedingung fiir die optische Verstar-
kung an der Laserschwelle

4 ( ! ) b ( ! ) (3.264)
o = Rin 57 1 = Rin Py 204
g piith t 2L |T1||T‘2| t 2L RV R1R2
1 1
— ey + —1 ( ) 3.26h
fint + 07 "\ Ry R, (3.26b)

Der zweite Term auf der rechten Seite von (B8.26Dl) driickt die Verluste an den
Facetten, die Spiegelverluste genannt werden, aus. Die tatséchlich zu dem Er-
reichen der Laserschwelle notige optische Verstarkung ist etwas geringer als die
hier errechnete, da die spontane Emission in die betrachtete Mode noch nicht
beachtet wurde. Diese trégt ebenfalls zu der Verstdrkung der Mode bei. Die
moglichen Resonanzfrequenzen der Kavitat ergeben sich aus dem Vergleich der
Phasen beider Seiten von (3.25])

2kL + ¢ + ¢ = m2m  mit:  me Z. (3.27)
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In Halbleitermaterialien ist gewohnlich der Imaginérteil des Brechungsindex viel
kleiner als der Realteil und kann in guter Naherung vernachléssigt werden. Da
die Reflexionen zusétzlich an einer Grenzschicht mit der optisch diinneren Luft
erfolgen (kein Phasensprung), kénnen die beiden Phasen ¢; und ¢, gleich Null
gesetzt werden. Es ergibt sich aus (3.27) mit x = “4’ folgende Bedingung fiir
die Resonanzfrequenzen

w1 (Wy M)Wy = m%c mit  me N. (3.28)
Fiir die Resonanzfrequenzen an der Laserschwelle gilt somit
e
Win,th = M mit  m e N. (3.29)
lu;n,thL

Hierbei bezeichnet i, ,, = p1' (W ) den Realteil des Brechungsindex fiir die Fre-
quenz wy, ¢, der m-ten longitudinalen Mode an der Laserschwelle. Bei der Wahl
der tatséchlich oszillierenden Mode spielen nicht nur die Resonatorresonanzen
(329) eine Rolle, sondern auch das Verstarkungsprofil der Laserstruktur. Es wird
sich ein Kompromiss aus der fiir die Verstiarkung idealen Frequenz und der be-
nachbarten Resonanzfrequenz bilden. Dadurch kann die Schwellwertfrequenz des
Lasers auch ohne Riickkopplung geringfiigig von den Werten Aw,, ;5 = mu?th
abweichen [LANS(OD]. Da der Realteil des Brechungsindex p/ abhéngig von der
Ladungstrégerdichte n ist, dndert sich im Laserbetrieb die optische Weglénge
2Ly im Resonator. Im Laserbetrieb fiihrt dies zu einer Verschiebung der Reso-
nanzfrequenzen (3.29) von ihren Schwellwerten. Zusétzlich verédndert sich auch
der Frequenzabstand

Awm = Wm+1 — Wn

benachbarter Moden, der im Folgenden berechnet wird. Da das Material der
aktiven Schicht dispersiv ist, muss neben der Abhéngigkeit des Brechungsindex
von der Ladungstragerdichte auch dessen Frequenzabhéngigkeit betrachtet wer-
den. In dispersiven Materialien besteht kein linearer Zusammenhang zwischen
der Wellenzahl k£ und der Frequenz. Dies bewirkt, dass sich die Geschwindig-
keit der Flachen konstanter Phase einer Welle (Phasengeschwindigkeit) von der
Geschwindigkeit, mit der sich die Einhiillende der Welle fortbewegt (Gruppen-
geschwindigkeit ), unterscheidet. Die Phasengeschwindigkeit der Welle ist durch

L w
'Uph = E
und ihre Gruppengeschwindigkeit durch
_(OkN\TT
= ()

gegeben. Die Gruppengeschwindigkeit ist auch die Geschwindigkeit des Ener-
gieflusses durch das Medium. Sie berechnet sich fiir die Frequenz wy zu
0 "(w)wy\ Yt c c
e (2], () - e
wlwe\ ¢ 1 (wo) + wo 2t fi(wo)

wo
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In der letzten Gleichung wurde zuséatzlich der Gruppenindex

o

—

fi = p'(wo) + “0 D0 e

eingefithrt. Aus Gleichung ([B:29) folgt fiir aufeinanderfolgende Moden an der

Laserschwelle

T
wm-l—l,thﬂl(wm—l—l,th) - wm,thul(wmath) = - (3-30)

L
Wird der erste Term von (B.30) bis zu der ersten Ordnung in Aw um (1 (Wyth) s Winth)
entwickelt, so ergibt sich:

e

i ~ ,u/(wm,th)wmth + Nl(wmth)(wmﬂ,m - Wm,th)

/

+ wm7tha—w (Win1,th — Wi th) — Nl(wmth)wm,th
Wm,, th

= Awm,thﬂ(wm,th)-

Fiir den Frequenzabstand zweier Moden an der Laserschwelle erhélt man schliefs-
lich
me

Awm,th = Wm+1,th — Wm = _7[/
M(wm,th)

Ab jetzt werden wir annehmen, dass der Laser vorwiegend auf einer Frequenz
emittiert und werden den Modenindex m deshalb unterdriicken. Die Umlaufzeit
des Lichts in dem Resonator ist dann durch

2r 2ul 2L

o = — 3.31
7 Awyp, c Uy ( )

gegeben. Es kann nun eine Differenzengleichung fiir das Feld in dem Resona-
tor hergeleitet werden, indem die Verstarkung des elektrischen Feldes bei einem
Umlauf in dem Resonator berechnet wird. Diese kann in dem Grenzfall kleiner
Umlaufzeiten 7;, durch eine Differentialgleichung erster Ordnung genahert wer-
den. Dazu fithren wir zuerst eine Umlaufverstarkung G als den Quotienten der
elektrischen Feldamplitude Ev(zo,w) und der elektrischen Feldamplitude nach
einem Umlauf in dem Resonator ein [YAR97]. Die Umlaufverstirkung an der
Laserschwelle ist gleich Eins und wurde in (325) bereits berechnet (G } m = 1)
Allgemein ergibt sie sich zu

~

G = rirpe?*le2gort—rine) L (3.32)

In dem niichsten Schritt wird G = Gléw in ein Produkt aus einem frequenzu-
nabhéngigen Anteil G; und einem frequenzabhéngigen Anteil G zerlegt. Dabei
kann die Frequenzunabhéngigkeit der internen Verluste x;,; in der Nahe der be-
trachteten Longitudinalmode vernachléassigt werden [PETS8S]. Die Abhéangigkeit
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des Brechungsindex von der Frequenz und der Ladungstrigerdichte n darf hin-
gegen nicht vernachlassigt werden, da der Term 2kL = QLW%)W die Resonanz-
frequenzen des Resonators bestimmt. In dieser Arbeit werden die Schwellwerte
der Frequenz und der Ladungstrigerdichte als Entwicklungspunkt (wyp,, n4s) ge-
nommen. Dies wird von nun an mit |, abgekiirzt. Die Schwellwertkonfiguration
der Ladungstrigerdichte wird tiber die Beziehung gopiin = gopt(n4) bestimmt.

Taylorentwicklung bis zur ersten Ordnung liefert

wo o, Wiy | Wen O _ 1 ( ’ op’ ) — 3.33
¢ c ¢ on th(n nan) + c\'uthjLwth Ow lth J(w wan)- (3.33)
o

Mit der Nédherung, dass der Brechungsindex sowohl linear von der Frequenz als
auch linear von der Ladungstriagerdichte abhéngt, kann der frequenzunabhén-
gige Teil der Umlaufverstarkung durch

wyp, O’

Gy = ryreegort=Rmt)L oy {ZQL——
c On

(n— nth)} (3.34)

th
und der frequenzabhéngige Anteil durch

QLfth (w _ wm)}
—— (3.35)

Tin

!
A~ . w "
o lthlth

G,=c¢e c exp{i

1. eiTin(W_Wth).

ausgedriickt werden. In der zweiten Zeile von (3.35]) wurde die Bedingung fiir die
Resonanzfrequenzen der Kavitit (8.27) und die Definition der Umlaufzeit (3.31))
verwendet. Der den Umlaufgewinn beschreibende Operator ¢ B32) wird nun
in der Zeitdomine ausgedriickt. Dabei geht der Multiplikationsoperator e'mn
in ([330) in einen Zeitverschiebungsoperator e 7 iiber. Fiir diesen Schritt
muss die adiabatische Eliminierbarkeit der Polarisation (3.21]) gewéhrleistet sein.
Bei Anwendung des Umlaufgewinns ergibt sich fiir die komplexe, zeitabhéngige
Amplitude des vorwértspropagierenden Feldes F,(t, zp) an der Stelle 2z, folgende
Gleichung

Ey(20,t) = Gy e e it By (2, 1). (3.36)
—_—
Gu(t)

Bis jetzt haben wir, um die Herleitung iibersichtlich zu gestalten, die Feldkonfi-
guration im Resonator als ebene Welle angenommen. Fiir die Beschreibung der
Feldkonfiguration in dem Laser ist allerdings ein elektrisches Feld in der Niahe-
rung der langsam verénderlichen Amplitude (siche Kapitel 2.6]) besser geeignet
[HAKS5]|. Deshalb erlauben wir nun fiir die Feldamplituden in (8:23) zeitlich zu
variieren, jedoch langsam im Vergleich zu der Trigerwelle e, Diese wird als
mit der Schwellwertfrequenz des Lasers oszillierend angenommen. So ergibt sich
fiir das elektrische Feld

E(z,t) = (By(z,t) + E.(2,1))e “nt,
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Im Folgenden wird nur noch das vorwértspropagierende Feld an der Stelle zy =
0 betrachtet und der Index v unterdriickt (E,(0,t) =: E(t)). Auberdem wird
fiir die komplexe, zeitabhidngige Amplitude das Symbol E(t) eingefiihrt. Die
betrachtete Feldkonfiguration nimmt in dieser Notation die Form

9

E(t) = E(t)e "t (3.37)

an. Dabei ist es wichtig zu bemerken, dass die komplexe Amplitude E ebenfalls
zu der Frequenz des Gesamtfeldes beitréagt. Auf diese Weise kann den Verschie-
bungen der aktuellen Frequenz w des Lasers von seiner Schwellwertfrequenz wy,
durch héhere Stromdichten oder Riickkopplungseffekte Rechnung getragen wer-
den. Dies ist einzusehen, wenn E in Polarkoordinaten als

B(t) = [B(b)]e s

ausgedriickt wird. Damit ergibt sich die Kreisfrequenz des Gesamtfeldes zu w =
wip, +wp. Einsetzen des Ansatzes der langsam variierenden Amplitude in (3236])

ergibt unter Beachtung, dass der Operator e~ Zeittranslationen um —Tin
bewirkt, folgendes:

Ee™mt — Gle_’wth””Ev(t — Tip )€~ (t=Tin) (3.38a)
& E(t) = G E(t — 7). (3.38D)

Die Differenzengleichung fiir F ist durch (B380) gegeben. Sie besagt, dass E
bei einem Umlauf um den Faktor G; verstiarkt wird. Unter der Annahme, dass
sich withrend 73, die Amplitude £ nur vernachlissigbar éndert, kann £ (t —Tin)
durch eine Entwicklung bis zur ersten Ordnung in 7;, angendhert werden

Ny } dE(t
E(t—mn) =~ E(t) — Tm%. (3.39)
Diese Annahme ist gerechtfertigt, da der Betrag des Umlaufgewinns |G| im
Laserbetrieb nur wenig grofer als Eins ist [PET88|. In dieser Naherung erhélt
man aus der Differenzengleichung (B.38h) eine gewohnliche Diffentialgleichung
erster Ordnung

dE(t) 1 1
= nn{ G }E(t). (3.40)

Die Niherung ist gut, wenn sich die Feldamplitude £ (t) wihrend der Umlaufzeit
Tin ~ 1 ps nicht zu stark dndert. Da auf einer Pikosekunden-Zeitskala auch die
adiabatische Eliminierbarkeit der Polarisation ihre Giiltigkeit verliert, ist die
Differtialgleichung (B.40) fast gleichwertig zu der Differenzengleichung (3.38L)).
Da |G4| =~ 1 gilt kann der Term 1/, durch

1

a e ) ~ 1 —In(Gy)
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approximiert werden. Dadurch erhélt die Bewegungsgleichung fiir das elektrische

Feld (3.40) folgende Gestalt:
dE(t) 1

—— =1 E 41
7 - n(Gp)E(t) (3.41a)
of 1 1

= a {QOpt(n) - <"fz‘nt + Y3 In <R)> (3.41b)

~— - .

Vg YGopt,th
Lm nth)}E(t). (3.41c¢)
c on lw

Gleichung (3.41D) kann noch pragnanter formuliert werden, wenn beachtet wird,
dass r, = /R, und 79 = /R, als reell und positiv vorausgesetzt wurden.
Dann ergibt der zweite Term auf der rechten Seite von (B.410) genau den opti-
schen Gewinn an der Laserschwelle gy n. Aus Gleichung (B.28)) ist ersichtlich,
dass solange wir nur eine Mode betrachten, das Produkt aus dem Realteil des
Brechungsindex z/(w,n) und der Resonanzfrequenz w konstant bleibt. Dies ist
verstandlich, da sich die Resonanzfrequenz beziiglich der durch g’ bestimmten
optischen Wegliange 2Ly in dem Resonator einstellt. In Gleichung (3.33) gilt
also

, , e
P = Han@th = 7

Daher liefert Gleichung (3.33) mit ¢ multipliziert den wichtigen Zusammenhang
zwischen der momentanen Frequenzverschiebung des Lasers zu seiner Schwell-
wertfrequenz (w — wyy,) und der momentanen Abweichung der Ladungstrigerin-
version von ihrem Schwellwert:

O(t) = w(t) — wyp = _ﬁﬁ_n/ th(n(t) — Nup,). (3.42)

Dieser wichtige Zusammenhang bildet die Grundlage fiir die Beschreibung eines
direktmodulierten Lasers. Dabei wird der Laser mit einem modulierten Strom
I(t) betrieben, der Schwankungen in der Ladungstrigerdichte n(I(t)) hervor-
ruft. Sind diese klein genug, so dass die Anderung des Brechungsindex als linear
angenommen werden kann (Kleinsignalanalyse), beschreibt (3.42]) die Auswir-
kung der Modulation auf die Emissionsfrequenz. Mit Hilfe von (B.42]) ldsst sich

(3.41D) in der Form
dE(t)

Tat { —iw —wi) + g (90pt<n) - gopt,th) }E(t) o
— { — (W — Win) + VyGopt(n) — L}E’(t) :
Tph

schreiben. Dabel wurde in dem letzten Schritt noch die Photonenlebensdauer

Toh = (VgGopttn) = {Ug <“i"t + % ln(\/ﬁ)) }_1
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eingefiihrt. Diese ist ein Mafs fiir die Verluste durch Absorption (;,;) und durch
Reflexion an den Facetten. Letztere werden als Spiegelverluste bezeichnet und
durch den Term 5= In( \/ﬁ) beschrigben. Halbleiterlaser haben im Vergleich
zu anderen Lasertypen mit hochverspiegelten Facetten R = 0.99 grofse Spiegel-
verluste. So ergibt sich zum Beispiel fiir die Grenzfliche zwischen GaAs und
Luft eine Reflektivitdt von nur R = 0.32. Zudem sind durch die hohe optische
Verstéarkung ¢, kurze Kavitatslangen L moglich. Dadurch werden die Spie-
gelverluste, die sich proportional zu L~! verhalten, weiter erhcht. Dies ist ein
Grund fiir die grofe Linienbreite Av o /7, die in Halbleiterlasern beobach-
tet wird [TAR95a]. Durch den nicht verschwindenen a-Faktor wird aufgrund
der Beziehung Av o< 1+ o? [HENS2] die Linienbreite weiter vergroRert. Darauf

wird in Abschnitt eingegangen.

3.2.1. Normierung des elektrischen Feldes

Das Ratengleichungsmodell fiir einen Quantenpunktlaser, das in Kapitel [l vor-
gestellt wird, beschreibt das Lichtfeld durch eine Photonendichte. Um dieses
Ratengleichungsmodell mit der bisher hergeleiteten Ratengleichung (3.43]) der
elektrischen Feldamplitude E(t) kombinieren zu koénnen, wird das elektrische
Feld in dem Resonator so normiert, dass |E(t)|*> = |E(t)|* der Photonenzahl
N, in der Kavitat entspricht. Die Photonenzahl ist definiert als die iiber eine
Periodendauer T zeitlich gemittelte elektromagnetischen Feldenergie in dem Re-
sonator U dividiert durch die Energie hw eines Photons mit der Kreisfrequenz

w der betrachteten Mode. Mit der Energiedichte in dem Resonator
1
u(r,t) = 5(E-D+B-H>
ergibt sich N, zu [OHTOG]

v _ 1 5. €l 2 13
Npp(t) = — = — t d’r = —— E(r, t)|°d°r. (3.44
w) =5 =5 [ {uen) =G [ Bt

Hierbei wird mit < - >p die zeitliche Mittelung iiber eine Periodendauer 7" =
27/, bezeichnet und es wird tiber das Volumen des Resonators V,.s = A-h mit der
Querschnittsfliche A und der Hohe h integriert. Unter der Annahme, dass sich
die langsam variierende Feldamplitude E nur vernachléssigbar wahrend einer
Durchquerung des Resonators andert, kann (3.44) durch

Noa(t) = 2B B2 AR (3.45)

2hw

gendhert werden. Von nun an werden wir ein auf die Wurzel der Photonenzahl
normiertes Feld E betrachten

E(t)=NE({t)=&@t)e ™ mit N = E;%/Ah. (3.46)
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Dabei wurde eine normierte, langsam variierende Feldamplitude £ und der dazu-
gehorige Normierungsfaktor NV eingefiihrt. Es sei noch angemerkt, dass hier nur
die einfachst mogliche Normierung betrachtet wurde. Genauere Normierungen
kénnen fiir bestimmte Feldkonfigurationen aber hergeleitet werden [TAR95a).
Fiir quantitative Vergleiche mit dem Experiment ist nicht die Photonenzahl in
dem Resonator, sondern die emittierte Intensitat entscheidend. Eine analytische
Formel fiir diese findet sich in [PETS88|. Die Ratengleichung fiir die elektrische
Feldamplitude ([B.43)) nimmt in dieser Normierung die Gestalt

&= { —ilw — wn) + vygoeln) i}w) (3.47)

Tph

aln.

3.3. Bewegungsgleichung der
Ladungstragerinversion

In diesem Abschnitt wird eine einfache Bewegungsgleichung fiir die Ladungs-
tragerinversion gewonnen, wie sie haufig in phanomenologischen Ratengleichungs-
modellen verwendet wird. Es wird ein einfaches Zweibandmodell bestehend aus
einem Leitungsband mit Elektronenzahldichte n, und einem Valenzband mit Lo-
cherzahldichte n; betrachtet. Im Folgenden werden n, und n;, auch verkiirzend
als Elektronen- und Locherdichte bezeichnet. Alle auftretenden Dichten sind
soweit nicht anders angegeben auf das Volumen der aktiven Zone Vi, = Ad
mit der Fliche A und der Dicke d bezogen. Genaugenommen miisste die Dy-
namik von Elektronen- und Locherdichten getrennt betrachtet werden, wie dies
auch in dem Ratengleichungsmodell fiir den Quantenpunktlaser (siehe Kapitel
B) gemacht wird. In diesem Modell wird aber vereinfachend fiir beide Ladungs-
tragerarten die gleiche Dynamik angenommen. Aufgrund der Ladungserhaltung
gilt stets

One(t)  Onu(t) 0

o ot

so dass die Differenz beider Ladungstragerarten eine von der Dotierung der
Schichten abhéngige Konstante C' ergibt

ne(t) —np(t) = C.

Fiir die folgende phédnomenologische Beschreibung wird undotiertes Halbleiter-
material betrachtet, fiir das C' = 0, also n., = ny, gilt. Da fiir beide Ladungstré-
gerarten die gleiche Dynamik angenommen wird, kann die Ladungstragerdyna-
mik in der aktiven Schicht allein durch die Ladungstrigerinversion

n(t) = ne(t) 4+ ny(t) — NVAL
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beschrieben werden. Dabei ist NVA® die Zustandsdichte des Valenzbandes. Die
Ladungstréigerinversion stimmt mit der Dichte der Elektron-Loch-Paare in der
aktiven Schicht {iberein und wird héufig, etwas missverstéandlich, als Ladungs-
tragerdichte bezeichnet. Nach [AGR93]| ergibt sich fiir diese folgende Bewegungs-
gleichung
n(t (¢

88—(t) = % + DAn(t) — R(n(t)). (3.48)
Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die Generation von Elektron-
Loch-Paaren in der aktiven Zone durch das Anlegen einer externen Spannung.
Hierbei ist e die Elementarladung und j(¢) die den Laser durchfliefende Strom-
dichte. Der zweite Term auf der rechten Seite beschreibt die Diffusion von
Ladungstriagern mit dem Diffusionskoeffizienten D. Die Ladungstrigerdiffusi-
on wird durch Intraband-Streuprozesse verursacht. Sie ist im Allgemeinen in
Halbleiterlasern von grofter Bedeutung, kann jedoch bei manchen Laserdesigns
vernachléssigt werden. Um dies zu rechtfertigen, muss die betrachtete Laser-
struktur stark indexgeleitet sein [AGR93]|, das heift, die Form der Lichtmoden
im Laser wird vorwiegend durch den Brechungsindexunterschied zwischen einem
schmalen Wellenleiter und den umgebenden Schichten bestimmt. Der Wellenlei-
ter entsteht, indem zusétzlich zu der transversalen Schichtung die aktive Zone
auch lateral von Material mit einem kleineren Brechungsindex umgeben wird.
In Abb. ist dies am Beispiel eines AlGaAs/GaAs-Materialsystems darge-
stellt. Wenn der Querschnitt des Wellenleiters klein gegeniiber der Diffusions-

SiO, Aly 5, Ga,,As SiO,

GaAs

Al Ga,,AS

Abbildung 3.5.: Veranschaulichung einer indexgeleiteten Laserstruktur am
Beispiel eines AlGaAs/GaAs-Materialsystems. Gezeigt ist ein Schnitt senk-
recht zu der Laserachse. Die aktive Schicht aus GaAs wird nicht nur trans-
versal durch zwei Al goGag.ogAs-Schichten mit geringerem Brechungsindex
begrenzt, sondern auch lateral durch Si0Os-Schichten. Dadurch entsteht ein
schmaler Wellenleiter. Abbildung entnommen aus [KUNO5c].

lange der Ladungstrager ist, werden Inhomogenitiaten der Ladungstragerdichte
quasi-instantan (< 1 ps) auf der Zeitskala der Interband-Generations- und Re-
kombinationsprozesse von Elektron-Loch-Paaren (~ 1ns) ausgeglichen. Daher
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kann die Ladungstragerdichte in der aktiven Zone in diesem Fall als konstant
angenommen werden.

Die Rate R(n) beinhaltet alle Verluste durch Interband-Ladungstragerrekombi-
nationen. Sie lasst sich weiter aufspalten in

R(n) = ln + Rina(n, nyp).
TC
Dabei ist R;,q = Rs(n)ny, die Rate der induzierten Emission. Sie ist propor-
tional zu der Photonendichte in der aktiven Zone ny, = mn/v,.. Ry ist die
Nettorate aus stimulierter Absorption und Emission. Die inverse Ladungstré-
gerlebensdauer beinhaltet Verluste durch nicht strahlende Rekombination sowie
spontane Emission. Sie kann nach [OLS84] in folgender Form dargestellt werden

= A, + Bn+ Cn®. (3.49)

Dabei werden mit dem Term A,,, nicht strahlende Verluste durch Rekombination
von Ladungstragern an Gitterdefekten und Materialverunreinigungen beachtet.
Die Rate der spontanen strahlenden Rekombination eines Elektron-Loch-Paares
ist durch Bn gegeben. Sie ist deshalb proportional zu dem Produkt n. - n, aus
Elektron- und Lochdichte, die hier als gleich angenommen werden. Der Term
On? steht fiir Auger-Rekombinationsprozesse.

In einfachen Modellen werden A,,., B und C' als Konstanten angenommen, die an
Messwerte angepasst werden. Eine Besonderheit des in Kapitel [ beschriebenen
Ratengleichungsmodells fiir einen Quantenpunktlaser ist die explizite Berech-
nung der Ein- und Ausstreuraten von Elektronen und Lochern aus der Benet-
zungsschicht in die Quantenpunkte.

Die in diesem Abschnitt hergeleitete Bewegungsgleichung der Ladungstragerin-
version nimmt folgende Gestalt an:

dn(t) _ j(t) 1
B~ ed " mmy" W~ Faln(®)mpn(t): (3.50)

verwendet.

3.4. Dreivariablen Ratengleichungssystem

In diesem Abschnitt wird die Bewegungsgleichung fiir die komplexe Feldampli-
tude £ [BA41) mit der Ladungstriagergleichung ([50) in Verbindung gebracht.
Dafiir wird der Zusammenhang zwischen der Nettorate Ry aus stimulierter Ab-
sorption und Emission und dem optischen Gewinn g,,; benotigt. Indem & in
Polarkoordinaten dargestellt wird

E(t) =/ Nyn(t)e ™,
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kann die komplexe Bewegungsgleichung von £ (8.47) in zwei reelle Bewegungs-
gleichungen, eine fiir die Photonendichte N,;, und eine fiir die Phase ¢, umge-
schrieben werden. Die Differentialgleichung fiir die Photonendichte ergibt sich
aus der Beziehung

d(EE)
dt
Hierbei wurde die komplex konjugierte Feldamplitude £* eingefiihrt. Der Real-
teil einer komplexen Grofe wird mit R bezeichnet und ihr Imaginérteil mit .
Die Bewegungsgleichung fiir ¢ folgt aus
ger— 1 Vo — iNpwo & g = —i%{ég*}. (3.52)
2 Nph

Ny = = EE 4+ {EE* Y = 2R{EE*Y. (3.51)

Zusammen mit der Gleichung fiir die Ladungstriager (3.48]) wird der Laser nun
durch folgendes System von Differentialgleichungen beschrieben

Nph(t) = 2”9{90101?(”(75)) - gOpt,th}Nph(t) (3.53&)
616) = wlt) = i =~ =2 L| (n(t) = ) (3.530)
) =29 _ Ly~ Ry XD (3.53¢)

ed  T.(n(t)) Vot

Da in der Gleichung fiir die Photonenzahl (8.53a) Gewinne durch spontane
Rekombination von Ladungstriagern noch nicht beachtet wurden, ist die Zu-
wachsrate der Photonendichte n,;, = Nen/v,;,, nur durch die Nettorate (B.53a))
aus induzierter Emission und Absoption gegeben

hph = Rstnph. (354)
Der Vergleich von (3.53a) mit (3.54)) liefert
R = 20Gopt =: 20,g. (3.55)

In der letzten Gleichung wurde der ,Ladungstriagergewinn® g eingefiihrt. Bei
dieser Definition wurde noch nicht beachtet, dass die in Gleichung ([53d) be-
trachteten Ladungstriager (Elektron-Loch-Paare) in das Volumen der aktiven
Zone eingeschlossen sind, wiahrend in grober Néherung angenommen werden
kann, dass das elektrische Feld sich in dem gesamten Volumen des Resonators
V,es ausbreitet. Dies bedeutet, dass nur ein Anteil

Vakt
‘/Tes
der Photonen zu der stimulierten Emission beitragen kann [FIO07|. Dabei ist I'
der bereits in Abschnitt 2.4] eingefiihrte optischen Fiillfaktor. Fiir den allgemei-

neren Fall eines Halbleiterheteroiibergangs (Vo < Vies) ergibt sich folgender
Zusammenhang zwischen optischer Verstarkung und ,Ladungstrigergewinn®

Gopt =1'g. (3.57)

.=

(3.56)
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Wenn nicht der phdnomenologische Ansatz ebener longitudinaler Wellen gewéahlt
wird, sondern allgemeinere Losungen der Wellengleichung ([8.22) betrachtet wer-
den, ergibt sich der optische Fiillfaktor I aus der rdaumlichen Mittelung {iber die
transversalen und lateralen Moden [AGR93]. Mit (857)) nimmt das Gleichungs-
system (B.53) die Gestalt

Npn(t) = 20,T{g(n(t)) — gin} Npn(t) (3.58a)
YR W o’
ay =29 Ly~ o g(n(e) Nt (3.58¢)

ed  7.(n(t)) Vakt
an. In ([3358a)) wurde noch die auf die Ladungstriger bezogene Schwellwertver-
starkung gy, = I} Gopt,th, €ingefithrt. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass ohne
Riickkopplung Gleichung (8.58al) und (3.58D)) nicht direkt miteinander gekoppelt
sind. Daher kann das Gleichungssystem (B.58) kein chaotisches Verhalten zeigen.
Durch die Riickkopplung werden die Bewegungsgleichungen fiir Photonenzahl
und Phase miteinander gekoppelt. Dieses System aus drei gekoppelten Diffe-
rentialgleichungen kann nun chaotisches Verhalten zeigen [TAR9S|. Formuliert
beziiglich der komplexen normierten Feldamplitude £ ergibt sich das folgende
Gleichungssystem:

%it) = { —i(w(t) — w) + v (g(n(t)) — gth)}g(t) (3.59a)
dn(t)  j(t) B 1 ‘5(t)|2.

it ed  n(n() (3:59b)

3.5. Der linienbreitenvergroBernde Faktor o

In Halbleiterlasern entsteht Frequenzdynamik durch die Verdnderung des Bre-
chungsindex der aktiven Zone, wenn diese mit Elektron-Loch-Paaren geflutet
wird (vergleiche (B.58D))). Variationen des Brechungsindex Ay/(n) verdndern die
optische Weglange im Resonator 2Ly und damit dessen Resonanzfrequenzen.
Der Realteil des Brechungsindex steht iiber (8.17) mit dem Realteil der elektro-
nischen Suszeptibilitit . in Verbindung und der optische Gewinn g, ist iiber
BI9) mit dem Imaginirteil der elektronischen Suszeptibilitit ¥.” verkniipft.
Real- und Imaginérteil der elektronischen Suszeptibilitit sind tiber die Kramer-
Kronig-Relationen gekoppelt [CZY04]. Daher bewirkt eine ladungstriagerindu-
zierte Anderung des Brechungsindex eine Verdnderung des optischen Gewinns
und beeinflusst damit die Amplitudendynamik (vergleiche (8.58al)). Der linien-
breitenvergrofiernde Faktor, im Folgenden als a-Faktor bezeichnet, beschreibt
das Verhiltnis von der Anderung des Realteils der Suszeptibilitit mit der La-
dungstrigerdichte n zu der Anderung des Imaginirteils der Suszeptibilitdt mit
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der Ladungstriagerdichte

(3)
( 8258,,) ( ). (3.60)

alw,n) = —

Er stellt damit ein Maf fiir die Phasen-Amplitudenkopplung dar. Gewthnlich ist

die ladungstrigerinduzierte Anderung der Suszeptibilitit gering [OSI87]. Des-

halb kann die Abhéngigkeit der Suszeptibilitit von der Ladungstrigerdichte

als linear angenommen werden. Unter dieser Annahme kann der a-Faktor auch

durch das Verhéltnis des Real- und Imaginérteils der ladungstriagerinduzierten

Suszeptibilitit x;, und X} ausgedriickt werden [TAR95al
a(om) = o) w (%)

o (2]

(3.61)

In der letzten Gleichung wurde ein Vorgriff auf den Abschnitt gemacht und
der a-Faktor fiir das in diesem Kapitel hergeleitete Ratengleichungssystem ein-
gefiihrt. Es gibt zwei Mechanismen, die eine Phasen-Amplitudenkopplung und
damit einen nicht verschwindenen a-Faktor, verursachen. Zum einen éndert sich
die elektronische Suszeptibilitdt x. mit der Verschiebung der Resonanzfrequenz
der Laserdiode. Der daraus resultierende a-Faktor ist allerdings vernachlassigbar
klein [HENS2]. Zum anderen wird ¥, durch die Anwesenheit freier Ladungstra-
ger in der aktiven Zone, beschrieben durch die Ladungstragerinversion n, beein-
flusst. Um beiden Mechanismen der Phasen-Amplitudenkopplung Rechnung zu
tragen miisste in der Definition des a-Faktors (3.60) noch ein Term proportio-
nal zu (9%Xe/a, /) wn(w) Dinzugenommen werden. In Halbleiterlasern dominiert
jedoch der durch die Ladungstrégerinversion induzierte Anteil des a-Faktor,
weshalb die Definition (B.60) tiblich ist.

Findet der strahlende Ubergang zwischen diskreten Energieniveaus statt, ist
der optische Gewinn g,y (w) symmetrisch beziiglich der Frequenz w mit ei-
nem Maximum bei der Frequenz des optischen Uberganges [TAR95a]. Uber
die Kramer-Kronig-Relationen (oder die Symmetrie der Hilbert-Transformation
[OSIST]) folgt, dass damit die ladungstriigerinduzierte Anderung des rellen Bre-
chungsindex Ap/(w) = Xp/2u,, antisymmetrisch beziiglich der Frequenz ist und
eine Nullstelle bei der Frequenz des optischen Uberganges hat. Uber (3.I7) und
[BI9) ist damit der a-Faktor Null. Da in Gaslasern die optisch aktiven Uber-
giange zwischen diskreten Niveaus stattfinden und sie nur eine vernachléssigbare
inhomogene Verbreiterung aufweisen, haben sie a-Faktoren nahe Null [OSI&7].
In gewohnlichen Halbleiterlasern finden die optischen Ubergéinge nicht wie bei
Gaslasern zwischen diskreten Energieniveaus, sondern zwischen partiell gefiill-
ten Energiesubbéndern statt. Daher haben sie ein asymmetrisches Gewinnprofil
beziiglich der Frequenz mit einem Maximum, das gegeniiber der Laserfrequenz
verschoben ist [PETS88|. Dadurch hat die ladungstragerinduzierte Brechungs-
indexédnderung Ay eine von der Laserfrequenz verschobene Nullstelle. Henry
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[HENS2| erkannte als erster, dass dies zu a-Faktoren in der Grofenordnung von
Fiinf fihrt. Mit der von ihm stammenden Definition (3.69) stimmt die {iber den
Zusammenhang

Av x 1+ a® (3.62)

theoretisch berechnete Linienbreite von gewohnlichen Halbleiterlasern (nicht
Quantenpunktlasern) gut mit den experimentell gemessenen Werten iiberein
[EENS2].

Eine starke Phasen-Amplitudenkopplung wird fiir einige Nachteile von Halblei-
terlasern verantwortlich gemacht. So haben sie nach (3.62)) eine grofsere Linien-
breite und damit eine geringere Strahlqualitdt als Gaslaser. Desweiteren kann
eine starke Phasen-Amplitudenkopplung auch zu einer rdumlichen Aufspaltung
einer sogenannten Filamentierung des Strahls fiihren. Zudem wirkt sich eine
starke Kopplung auf die dynamischen Eigenschaften des Lasers aus. So ist die
Verédnderung der Emissionsfrequenz eines direktmodulierten Lasers mit der Mo-
dulationsfrequenz proportional zu dem a-Faktor [PETSS].

3.5.1. Der a-Faktor in Quantenpunktlasern

In Quantenpunktlasern findet der optisch aktive Ubergang zwischen diskreten
Energieniveaus statt. Nach den Ausfiihrungen des letzten Abschnitts haben
ideale Quantenpunktlaser daher einen a-Faktor von Null. Bei den in dieser
Arbeit betrachteten Quantenpunkten ist jedoch das Gewinnprofil des Quan-
tenpunktensembles inhomogen (beziiglich der Frequenz) verbreitert. Dies liegt
zum einen an der statistischen Grofenverteilung der Quantenpunkte. Mit die-
ser variiert auch die Aufspaltung ihrer Energieniveaus. Desweiteren ist auch der
Indiumgehalt der Quantenpunkte statistisch verteilt, was ebenfalls zu einer Auf-
spaltung der Niveaus beitrdgt. Die inhomogene Linienverbreiterung liegt in der
Grofkenordnung von (10-100) meV . Damit sie etwa drei Grofenordnungen tiber
der durch die endlichen Ladungstriagerlebensdauern 7. hervorgerufenen homogen
Verbreiterung von einigen peV [BIM99].

Experimentell werden in Quantenpunktlasern sehr unterschiedliche a-Faktoren
zwischen 0 [MIO5] und 60 gemessen [DAGOS]. Dies wird in einer theoretischen
Arbeit von Melnik, Huyet und Uskov mit der Verschiedenheit der experimen-
tellen Methoden zur Bestimmung des a-Faktors begriindet [MELQOG]. Diese Me-
thoden liefern fiir herkommliche Halbleiterlaser @hnliche, fiir Quantenpunktla-
ser jedoch unterschiedliche Ergebnisse. Den Autoren gelingt es, die Ergebnisse
von Experimenten, die mit drei unterschiedlichen Messmethoden (Verstérkte
Spontane Emission, Kleinsignal FM /AM-Antwort und direkte Messung der Li-
nienbreite) durchgefithrten wurden, zu reproduzieren. Dazu benutzen sie ein
zu den LK-Gleichungen dhnliches Ratengleichungsmodell mit einer Ratenglei-
chung fiir die komplexe Amplitude des elektrischen Feldes und jeweils einer
Ratengleichung fiir die Ladungstragerdichten in der Benetzungsschicht und in
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den Quantenpunkten. Thr Modell fiir den a-Faktor passen sie an die jewei-
lige Messmethode an. Gemeinsam ist den Modellen jedoch, dass zum einen
nicht nur ein fester a-Faktor (¢« = «(wy,)) wie in unserem Modell verwen-
det wird, sondern die a-Faktoren von anderen Variablen wie zum Beispiel der
Pumpstromdichte oder der Ladungstréagerdichte in der Benetzungsschicht ab-
héngen. Zum anderen teilen die Autoren die a-Faktoren in zwei Anteile: Der ei-
ne wird durch die nicht resonante Ladungstragerdichte in der Benetzungsschicht
und der andere durch die Ladungstragerdichte in den Quantenpunkten verur-
sacht. Geméaf den Autoren ist das Konzept, die Phasen-Amplitudenkopplung
durch den a-Faktor auszudriicken, fiir Quantenpunktlaser problematisch, da es
von der Messmethode abhéngig ist. Experimentell findet dies in einer Arbeit
von Schneider et al. Bestétigung. Zahlreiche experimentelle Studien
belegen, dass unabhéngig von der Problematik der Messmethode, die Phasen-
Amplitudenkopplung in Quantenpunktlasern tendenziell geringer ist und eine
geringere Frequenzabhéngigkeit aufweist als in vergleichbaren Quantengraben-
lasern [UKHO02, [UKHO04, [POEO5|. Daher sollte die Strahlqualitidt von Quan-
tenpunktlasern besser als die von Quantengrabenlasern sein, was auch durch
GEHO04, [Rib03] bestitigt wird. Die Autoren fiihren dies auf einen geringeren a-
Faktor und eine stérkere Lokalisierung der Ladungstrégerinversion durch einen
geringeren Uberlapp der elektronisch aktiven Zone mit der optische Mode (klei-
ner ['-Faktor) zurtick.

3.5.2. Einfiihrung des a-Faktors in das Modell

In dem einfachen hier betrachteten Modell werden rédumliche Variationen des
Brechungsindex ;' und des Gewinns ¢ vernachléssigt. Da die Abweichung der
Ladungstrégerinversion im Laserbetrieb n von ihrem Schwellwert ny, gering ist,
wird angenommen, dass die Verstarkung linear mit der Ladungstragerdichte

variiert [PETSS]

o) = glra) + 2| (n— ) (3.69)
N—— n Ith

Zusatzlich wird auch der Realteil des Brechungsindex als linear mit der La-
dungstriagerinversion variierend angenommen

o

! o v

) = () + 2|
Hin

Mit diesen Annahmen folgt aus (B.I7) und ([B.19) fiir den Realteil ], und den

Imaginérteil x; der ladungstrigerinduzierten Suszeptibilitéit

Xp(n) = 2013, (1 (1) = p13) (3.65a)

) 14t )
() = —2k—bjrg(n> — Xy (3.65D)

(n — nyp). (3.64)
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Wird die Aufteilung von x. in hintergrunds- und pumpinduzierte Anteile so
gewdhlt, dass X, die Suszeptibilitdat an der Laserschwelle darstellt und somit
by = fty, gilt, nehmen die Gleichungen (B.63]) folgende Gestalt an

Xp(n) = 24, —— on |, (” — Mun) (3.66a)
I . Hin @ _ o
Xp(n) = 2kOF(gt +8n‘ (n m)) Xty (3.66b)

Mit gopr = I'g folgt aus (B.65D]) der Zusammenhang zwischen dem Gewinn ¢ und
dem Imaginérteil der Suszeptibilitdt an der Laserschwelle

1 ko, . . :
YJopt,th = — 5 ,0 (ng + XZ th) = XI/ = _QFM Jth- (367)
2 i, S~ ko

0
Mit den Gleichungen (8.66)), (8.67) und dem Vakuumwellenvektor kg = w/c ergibt
sich die ladungstragerinduzierte Suszeptibilitdt zu

/

. ol c_0g
Xp(n,w) = 2M;h<% th wrﬁn th) (n = 1u). (3.68)
Fiir den a-Faktor in unserem Modell gilt also die Beziehung
oy’
o (a )
a(w) = ——=—57 (3.69)
G

Diese Formel fiir den a-Faktor unterscheidet sich um einen Faktor zwei von
der in den meisten Verdffentlichungen (z.B [OSI8T7]) angegebenen Formel, da in
dieser Arbeit die Verstiarkung g beziiglich der Amplitude des elektrischen Feldes
und nicht beziiglich der Intensitit I o< |£]? gewihlt wurde. Mit der Gleichung
322) nimmt die Feldgleichung (3.59a) die Gestalt

. dg
&= {z R th}(n — ) E(t) (3.70a)
Wt ?9“/ dg
=T<¢1+1 T 95 U th(n — ) E(1) (3.70Db)
on th 7—/
th

an. Dabei wurde in (B.70D) noch die differenzielle Gewinnrate an der Laser-
schwelle G,,, = Ugg—Z’ eingefithrt. Mit dem a-Faktor an der Laserschwelle
th

a(wy,) == o nimmt das gekoppelte Gleichungssystem (B.59]) folgende Form an

E(t) = (1= i) Gy, (n(t) — nun)E(1) (3.71a)
IO £
n(t) = od Tc(n(t))n<t) - 2(&%+Gnth(n(t) — nth)> Vo (3.71b)

1
FTph
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Fiir die Vereinigung beider Ratengleichungsmodelle ist es niitzlich (3.71]) auch
als Ratengleichungen fiir die Photonenzahl und die Phase aufzuschreiben

Non(t) = 2TGh, (n(£) — ) Nyn (1) (3.72a)
o(t) = al'G,,, (n(t) — nu) (3.72b)
i1
=20 ~=mo"? 520
. z(riph + Gy (n(t) — 11n)) N‘Z‘:).

3.6. Spontane Emission in der Feldgleichung

Die Feldgleichung des bisher hergeleiteten Ratengleichungsystems (B.71]) enthélt
noch nicht die spontane Emission von Ladungstragern als Quelle von strahlen-
der Rekombination. Dieser wurde bis jetzt nur in der Bewegungsgleichung fiir
die Ladungstriagerinversion (3.71D) in dem Term fiir Ladungstréigerlebensdauer
7. (Gleichung (3.49])) Rechnung getragen. Die spontane Emission wird durch die
Vakuumfluktuationen des elektrischen Feldes hervorgerufen, hat also einen rein
quantenmechanischen Ursprung. Sie kann daher nicht aus dem in dieser Arbeit
gewahlten semiklassischen Ansatz, bei dem die Felder klassisch betrachtet wer-
den, hergeleitet werden. Es ist jedoch wichtig den Beitrag der spontanen Emis-
sion zur Phasen- und Amplitudendynamik miteinzubinden, da sie ein Ursprung
fiir die Linienbreite des Lasers ist. Im Allgemeinen tragen zu der Linienbreite
nicht nur durch die spontane Emission hervorgerufene Fluktuationen der kom-
plexen elektrischen Feldamplitude, sondern auch thermische Fluktuationen bei.
Auch in der Gleichung fiir die Ladungstrigerinversion ([B.710) miisste strengge-
nommen noch Schrotrauschen verursacht durch die diskrete Struktur der La-
dungstrager beachtet werden. Letzteres kann jedoch fiir gewohnlich vernachlés-
sigt werden. In Halbleiterlasern vom Fabry-Perot-Typ dominiert aufgrund der
im Vergleich zu Gaslasern kurzen Photonenlebensdauer 7, = (vggopt,th)_l der
Beitrag der spontanen Emission [TAR95a]. Die spontane Emission kann wie folgt
in die Ratengleichung aufgenommen werden: Wird die normierte Feldamplitude

g(t) — Nph(t)e_i(wtht+¢(t))

betrachtet, so driickt sich das i-te Ereignis der spontanen Emission durch ein
zufilliges Anwachsen der Feldamplitude um Eins begleitet durch eine Anderung
ihrer Phase ¢ um einen zufélligen Winkel ¢; aus (vergleiche Abb.B.6]). Unter der
Annahme, dass zeitlich aufeinanderfolgende Ereignisse unkorreliert sind, kann
der Beitrag der spontanen Emission zur Dynamik der Feldamplitude £ durch
komplexes Gaufsches weiffes Rauschen Fe(t) = F:(t) +iF¥(t) beschrieben wer-
den. Dabei ist Fg(t) eine komplexe Zufallsvariable. Ihr Realteil FZ(¢) und ihr
Imaginérteil FZ(t) sind zu jedem Zeitpunkt (bis auf einen Normierungsfaktor)
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Abbildung 3.6.: Anderungen der Phase ¢ und der Intensitét I durch spontane
Emission. Die auf die Wurzel der Photonenzahl normierte Feldamplitude £ =
VIe™ #ndert sich um AE = 1- ¢, hat also die Amplitude Eins und die
zufillige Winkeldnderung ¢;. Nach [HENS2].

normalverteilte Zufallsvariablen mit verschwindendem Mittelwert. Zufallsvaria-
blen zu verschiedenen Zeitpunkten sind nicht korreliert

(Fe(t)) = 0 (FLlt)F(H)) = 5 Ruybas(t — 1)

Dabei markiert (-) die statistische Mittelwertbildung. Die Rate der spontanen
Emission ist durch

On

7e(n)

RSP(”) =

gegeben. Sie wichst mit der Inversionsdichte n an, da mit steigender Dichte der
Elektron-Loch-Paare eine spontane Rekombination wahrscheinlicher wird. [ ist
die Wahrscheinlichkeit, dass das spontan rekombinierende Elektron-Loch-Paar
zu der betrachteten longitudinalen Lasermode beitragt. Damit wird aus der
gewOhnlichen Differentialgleichung fiir das elektrische Feld eine stochastische
Differentialgleichung

E(t) = (1 —ia)l'G,,, (n(t) —nw)E(t) + Fe(t).
Der Rauschterm hat den statistischen Mittelwert
(Fe(t)FE(t) = Repd(t — t').

Genaueres iiber stochastische Differentialgleichungen und deren Transformation
auf andere Koordinaten findet sich in dem Anhang [Al
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4. Das Lang-Kobayashi-Modell

Bis hierher haben wir die Laserdiode als optisch von der Umgebung unabhéngi-
ges System betrachtet. In dem letzten Abschnitt wurde bereits erwéhnt, dass die
Facetten eines Halbleiterlasers ein im Vergleich zu anderen Lasertypen geringes
Reflexionsvermogen R ~ 0.3 aufweisen. Da damit das Transmissionsvermégen
T = 1— R der Facetten vergleichsweise grof ist, wird das Emissionsverhalten ei-
ner Laserdiode bereits durch schwache externe optische Signale beeinflusst. Eine
ausfiihrliche Studie dazu findet sich in [TIKKA86]. Diese Sensibilitéat kann fiir tech-
nische Anwendungen von Nachteil sein, da sich unerwiinschte Reflexionen zum
Beispiel bei der Einkopplung des Lichts in Lichtleiter nicht vollig verhindern
lassen. Diese konnen die Stabilitdt des Signals negativ beeinflussen. Optische
Riickkopplung ruft aber auch positive Effekte hervor. So kann sie zum Beispiel
eine Verringerung der Linienbreite des Signals bewirken [GOL82]. Lang und Ko-
bayashi untersuchten zu Beginn der 80-iger Jahre den Einfluss eines externen,
hinter einer der Facetten einer Laserdiode positionierten Spiegels sowohl expe-
rimentell als auch theoretisch [LAN8Qa]. Die von ihnen vorgeschlagene Genera-
lisierung der Ratengleichungen fiir den Fall schwacher externer Riickkopplung
ist mit verschiedenen Arten externer Riickkopplung immer noch Gegenstand
aktueller Untersuchungen (siehe zum Beispiel [FLUO7, [DAHO8D]). Ein schoner
Uberblick iiber die Vielfalt der beobachteten Phinomene und aktuelle theoreti-
sche Konzepte zu deren Beschreibung findet sich in [KANO5|. In diesem Kapi-
tel wird zuerst in Abschnitt [.T] die Feldgleichung des Lang-Kobayashi-Modells
(LK-Modells) hergeleitet. Dann werden in Abschnitt dessen Giiltigkeits-
grenzen ausgelotet. Schliefllich wird in Abschnitt gepriift, in wie fern sich
fiir technologische Anwendungen interessante integrierte Strukturen mit diesem
einfachen Lasermodell beschreiben lassen.

4.1. Herleitung des LK-Modells

Fiir die Herleitung des LK-Modells betrachten wir wieder eine Fabry-Perot-
Resonator-Anordnung. Diese besteht aus drei planaren Spiegeln, die zwei Re-
sonatoren bilden (siche Abb. [L1]). Die Laserdiode wird durch einen Resonator
mit Grenzflichen bei 2 = —L und z = 0 modelliert. Er ist mit dem Material der
aktiven Zone gefiillt. Durch einen weiteren planaren Spiegel bei z = [ wird ein
zweiter Resonator gebildet, der vorerst nur mit Luft gefiillt ist.

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichung wird die Feldkonfiguration in den
Resonatoren wieder durch laufende Wellen in der Nidherung der langsam vari-
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Abbildung 4.1.: Modell des Fabry-Perot-Resonators fiir die Herleitung des
LK-Modells. Eingezeichnet sind die Reflexions- und Transmissionskoeffizien-
ten sowie die Amplituden der betrachteten laufenden Wellen. Der gestrichelte
Pfeil deutet eine in dem LK-Modell vernachléssigte Reflexion an.

ierenden Amplitude (vergleiche 2.6]) beschrieben. Diese sind auf die Wurzel der
Photonendichte normiert. Es gilt analog zu (3.23))

E(z,t) = {Sv(z,t) + 5r(z,t)}e*iwt Y kE fir —L<z<0 (4.1a)
Eex(zat) - {gv,ex(zat) + gr,em(zv t)}e_th +kk fir 0<z<lIl (41b)

Dabei sind langsam variierenden Amplituden durch

5v,em<z7 t) = Sv,em(oa t)eikoz (42&)
Erea(2,t) = Enea(l 1)) (4.2b)
E,(2,t) = Ex(— L, )M+ elaom—rin) (-+1) (4.2¢)
Ex(z,t) = £.(0,t)e e Gort—rint) (4.2d)

gegeben. Wie beim Fall ohne Riickkopplung sind die Amplituden durch folgende
Randbedingungen an den &ufseren Facetten miteinander verkniipft

E(—L,t) =r&(—L,t) Erex(l,t) =1y en(l 1),
Fiir die Reflexion an der inneren Facette bei z = 0 gilt zum einen
87"(07 t) - T12€U(07 t) gv,ea:(oa t) - T21gr,ex(07 t)

Zum anderen miissen noch die Beitrage von Wellen beachtet werden, die die
externe Kavitdt n = 1,2, 3, ... durchlaufen, bevor sie wieder in die Laserdiode
transmittiert werden. Im Folgenden wird die Umlaufzeit in der externen Kavitét
mit 7. = 2//c bezeichnet. Die Phasenverschiebung © bei einem Umlauf ergibt
sich wie bei der Herleitung der Schwellwertbedingung (3.27) zu

2
O = 2yl = 7“’ R
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Fiir die folgende Herleitung wird noch die Riickkopplungsstérke

K. = t12t21k (4.3)
T12
eingefiihrt, die ein wichtiger Parameter fiir die Untersuchung von Riickkopp-
lungseffekten ist. Wenn nun die Beitrdge Umlauf fiir Umlauf aufsummiert wer-
den, ergibt sich die riickwartspropagierende Welle an der Stelle z = 0 zu einem
Zeitpunkt t zu

E(t) = 7”12{&)(75) + t12t21kei85v(t — Tec)

12
+ Kec<r21rec)1€i2@gv (t - 27—60) +.. }
00 (4.4)
= 7“12{&)(15) + Kece'® Z(Tm?“%)"em@&,(t — (n+ 1)7‘66)}
n=0

= T12,eva(t)-

In dem letzten Schritt wurde noch durch

oot — (n+ 1)Tec)}

&0 (4.5)

o0
)
T12.ef = 7”12{1 + Kece' E (ro1rec)e
n=0

ein effektiver Reflexionskoeffizient an der Facette bei z = 0 eingefiihrt. Dieser
tragt der Riickkopplung Rechnung. Werden wie zuvor wieder alle Brechungs-
indizes als reell angenommen, folgt unter Beachtung, dass r9; = —+/Rs eine
Reflexion am optisch dichteren Medium darstellt, aus (£4)

& (1) = VRA&, (1)
(4.6)

+ K,ue'® i(-gn (\/m)"em@a,(t ~(n+ 1)760)}.

n=0

Eine Néaherung des LK-Modells besteht darin nur einen Umlauf des Lichts in
der externen Kavitdt zu betrachten, das heift, alle Terme in (Z0) von der Ord-
nung n > 1 in ( RgRec)n zu vernachlassigen. Dafiir muss v RoR.. < 1 gel-
ten. Diese Naherung beinhaltet sowohl den Grenzwert schwacher Riickkopplung
V/R.. < /Ry als auch den starker Riickkopplung /Ry < /R... Die schnells-
te Moglichkeit die Feldgleichung des LK-Modells herzuleiten, besteht nun darin
die Differenzengleichung aus (B.380) durch geschickte Addition einer Null in eine
Form zu bringen, in der sie leicht auf den Fall externer Riickkopplung verallge-

meinert werden kann [TAR95al:

Eo(t + Tin) = G1E,(t) = G {E,(t) + &) _ Eor) }- (4.7)

VR
————

0
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Wenn nun (4.6) in der Naherung, dass Terme mit n > 1 vernachléssigt werden, in
(A1) eingesetzt wird, ergibt sich folgende Differenzengleichung, die die Dynamik
der Laserdiode mit externer Riickkopplung beschreibt

E(t+Tin) = G1{E(t) + Kee@E,(t — Tee) } (4.8)

Bei diesem Ansatz wird angenommen, dass sich der Umlaufgewinn G; durch die
Riickkopplung nicht verédndert, was insbesondere im Fall starker Riickkopplung
VRy < /R, eine sehr fragwiirdige Ndherung ist. Dies wird in dem néchsten
Abschnitt noch genauer diskutiert werden. Wenn nun zusétzlich, analog zu dem
Fall ohne Riickkopplung (B39), angenommen wird, dass sich &,(¢) nur wenig
wahrend 7;, dndert, kann die Differenzengleichung (£8) wieder durch eine ge-
wohnliche Differentialgleichung angendhert werden

1

Tin

E(t) {G1 [E(t) + Kut®E(t — 7,)] — 5@)}. (4.9)
In der letzten Gleichung wurde der Index v unterdriickt. Da der Betrag des
Umlaufgewinns G, wieder nur wenig grofser als Eins ist, kann er durch G; =
1 4+ In(G;) gendhert werden. Damit nimmt die Differenzialgleichung (£9) die
Gestalt

E(t) = i{ In(GE() + Koce' 8t~ 120) + In(C1) Kot Ot~ 72c) b (4.10)

Tin

an. Der Vergleich von dieser Gleichung mit (B.41D]) zeigt, dass der erste Term
auf der rechten Seite die Ratengleichung fiir das elektrische Feld ohne Riick-
kopplung liefert. Die beiden anderen Terme werden durch die Riickkopplung
hervorgerufen. Um das LK-Modell zu erhalten, muss der dritte Term auf der
rechten Seite von (f9) gegeniiber den anderen Beiden vernachlissigt werden
konnen. Dies bedeutet, dass fiir die Riickkopplungsstéarke

RGC

<1
Ry

K..=(1—-Ry)

gelten muss. Schlieflich wird noch angenommen, dass die Kreisfrequenz w der
sich mit Riickkopplung ausbildenden Mode nur geringfiigig von der Kreisfre-
quenz wy, der Trigerwelle et der Diode ohne Riickkopplung abweicht [PETSS].
So kann die Phasenverschiebung gleich © = wy, 7., gesetzt werden kann. Damit
erhalten wir die zu dem urspriinglichen LK-Modell &hnlichen Gleichungen

E(t) = (1 — ia)T Gy, (n — nin)E(L) + f_ew £(t— 1) (4113)
iy =20 1 n(t) — ! n(t) —n 1E(1))?
n<t) a ed Tc(n(t)) <t> Q(FTph + G”th( (t) th)) " . (411b)
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4.2. Grenzen des Lang-Kobayashi-Modells

In diesem Abschnitt werden die bei der Herleitung des LK-Modells gemachten
Annahmen und die damit verbundenen Einschrankungen fiir dessen Giiltigkeit
zusammengefasst.

Zuerst wurde die Annahme gemacht, dass sich in der Laserdiode nur eine lon-
gitudinale Mode mit der Frequenz w ausbildet. Uber die transversalen (ortho-
gonal zur aktiven Schicht) und lateralen (parallel zur aktiven Schicht) Moden
wird raumlich gemittelt. Dies ergibt bei einer genaueren Behandlung den op-
tischen Fillfaktor I'. Die Ein-Moden-Annahme bedeutet bei der betrachteten
Laserstruktur keine grofe Einschrénkung, da die Kantenldnge des Resonators
in der Ebene orthogonal zu Ausbreitungsachse (zy-Ebene in Abb. B3) nur vier
Mikrometer betragt [KUN05Sc] und damit von der Grofenordnung der Wellen-
lange A = 1.3pm ist. Daher kénnen sich nur wenige laterale und transversa-
le Moden ausbilden. Damit auch mit Riickkopplung die Annahme der Einmo-
digkeit ihre Giiltigkeit behélt, muss der Modenabstand in dem internen Re-
sonator Awy, = 27/r, = 7¢/Lp grof gegeniiber dem des externen Resonators
Aween, = 2/7ec = /1 sein [TAG93]. Die optische Wegldnge in der Laserdiode
muss also klein gegeniiber der optischen Weglénge in der internen Kavitat sein

il < 1.

Bei dem Ubergang von der Differenzengleichung (EX) zu der Differentialglei-
chung (A9) wurde angenommen, dass sich wahrend der Umlaufdauer des Lichts
in der internen Kavitét 7;, die langsam verdnderliche Feldamplitude £ nur wenig
verandert. Dies ist nur giiltig, wenn die Umlaufzeit in der inneren Kavitat klein
gegeniiber der Umlaufzeit in der dufseren Kavitét ist oder die Riickkopplung so
schwach ist, dass sie nur vernachléssigbaren Einfluss auf die Feldkonfiguration im
Laser hat. Ein verallgemeinertes Modell kann aufgestellt werden, indem die Feld-
gleichung in der Form der Differenzengleichung (4.8) behandelt wird. Zusétzlich
konnen beliebig viele Reflexionen in der externen Kavitit betrachtet werden.
Das so entstandene Modell ldsst sich auch leicht auf den Fall mehrerer aktiver
Moden erweitern. Es eignet sich besser als das LK-Modell fiir die Beschreibung
mittlerer bis starker Riickkopplungsstirken (K2 > —10dB) [KANOQ5).

In der im letzten Abschnitt préasentierten Herleitung wurde angenommen, dass
sich die Umlaufverstiarkung G, ([3.34) fiir die elektrische Feldamplitude £ durch
die Riickkopplung nicht dndert. Diese sehr strikte Annahme kann noch etwas
abgeschwicht werden. Dazu betrachten wir nun noch eine andere Herleitung
der LK-Feldgleichung (A1), die fast identisch mit der von Lang und Kobayashi
gewahlten ist. Es wird sich aber auch bei diesem Ansatz zeigen, dass das LK-
Modell nur fiir kleine Anderungen der Umlaufverstirkung und damit fiir kleine
Riickkopplungsstarken K. giiltig ist. Fiir die Anordnung aus gekoppelten Re-
sonatoren ( sieche Abb. 1)) stellen sich bei endlicher Kopplung K. # 0 andere
Resonanzfrequenzen ein. Durch die sich ebenfalls verdinderten Spiegelverluste,
wird auch die Schwellwertverstarkung beeinflusst. Analog zu ([3.23]) gilt fiir den
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gekoppelten Resonator die Schwellwertbedingung
1= i efekaezL(gopﬁkmt)_

Der in ([A3]) eingefiihrte effektive Reflexionskoeffizient nimmt in Polarkoordina-
ten die Gestalt

—_— d)ec
76 - b .
T12,ef |7“12 ef|€ (4 12)

an. Dabei ist ¢.. seine Phase. Die Schwellwertverstarkung ergibt sich fiir belie-
bige Riickkopplungsstéarken zu

1 1
O . 1 ) 4.13
Gopt,th = Kint T 5L n (|T1||T127ef|> ( )

Die Resonanzfrequenzen sind aus der Phasenbedingung (vergleiche (8.27]))
2kL + ¢1 + @2 + P = m2m  mit  me Z.

errechenbar. Die Umlaufverstarkung G, der Feldamplitude &£ ergibt sich vollig
anlog zu (3.34), nur dass ry durch 7195 ersetzt werden muss. Unter der An-
nahme, dass |G| & 1 ist, ergibt sich wie in ([8.411) folgende noch fiir beliebige
Riickkopplungsstarken giiltige Differentialgleichung [ABDO03]:

. 1
E(t) = — In(G1)E(t) (4.14a)
1
= vg{gopt(”(t)) — Kint — Y7 In (Tﬂ“u,ef) (4.14b)
.Wth, 8li/

——

0 (n(t)—nth)}g(t) (4.14c)

- vg{ Gopt (1)) — Figms — % In (\/m) (4.14d)

th

L (Trzer L wm O _
2L1n<@)+z MG nth)}é'(t) (4.14e)

Ab (LI4d) wurden die Reflektionskoeffizienten wieder als reell angenommen, so
dass

7’1:\/317 7’12:\/@, ro1 = —y/ Ry und'f’ec:\/Rec

gilt. Der Logarithmus in (L.I14d) (rot eingefirbt) beschreibt die durch die Riick-
kopplung hervorgerufenen Verdanderungen. Ohne Riickkopplung ist das Argu-
ment des Logarithmus Eins und es ergibt sich die bereits von dem Fall ohne
Riickkopplung bekannte Ratengleichung (B.59al) fiir die elektrische Feldampli-
tude £. Wenn nur ein Umlauf in der externen Kavitéit betrachtet wird, nimmt
der Logarithmus die Form

T12.ef\ o€t — Tec)
ln<\/R_2)Nln (1+K€Ce £00)
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an. Um das LK-Modell zu erhalten, wird der komplexe Logarithmus in eine Lau-
rentreihe um Eins entwickelt und die Reihenentwicklung nach dem ersten Glied
abgebrochen. Da der komplexe Logarithmus nur in der geschlitzten komplexen
Ebene (ohne den Ursprung und die negative relle Achse) in einer konvergenten
Potenzreihe entwickelbar ist, muss der Betrag des Riickkopplungstermes kleiner
als Eins sein. Damit die Reihe nach dem ersten Glied abgebrochen werden kann,
mMuss

ie E(t - TeC)

Kece g(t)

<1

= | K|

gelten. Da diese Ungleichung insbesondere bei stationédrer Feldkonfiguration
E(t — 7o) = E(t) in dem Laser gelten soll, erhélt man als notwendige Abbruch-
bedingung, dass K. betraglich kleiner als Eins sein muss

| Keo| < 1.

Diese Herleitung zeigt, dass das LK-Modell die erste Ordnung einer Reihenent-
wicklung der Spiegelverluste

1 1
—In
2L TT12,ef

um die Spiegelverluste der Laserdiode ohne Riickkopplung ist und somit nur
fiir schwache Riickkopplungen giiltig ist. Die Gleichungen (L.I4]) stellen ein er-
weitertes Modell dar, mit dem auch beliebige Riickkopplungsstiarken behandelt

werden konnen [ABDO3].

4.3. Halbleiterlaser mit integriertem passiven
Resonator

Fiir technische Anwendungen sind kostengiinstige, direktmodulierte Halbleiter-
laser von besonderem Interesse. In diesen wird optische Riickkopplung durch
eine kurze passive Sektion erreicht, die ebenfalls aus Halbleitermaterial besteht.
Dadurch wird eine sehr kompakte Bauweise ermoglicht. In Abb. ist eine
Skizze einer Zwei-Sektionsstruktur bestehend aus einer aktiven und einer pas-
siven Sektion dargestellt. Die Phase @, mit der das Licht nach einem Umlauf
in der passiven wieder in die aktive Sektion eingespeist wird, kann durch einen
Phasenstrom eingestellt werden. Dieser verdndert den Brechungsindex p,. in
der passiven Sektion und damit die optische Weglange des Lichts [RADO7].
Aufgrund der Verluste in dem Halbleitermaterial sind die passiven Sektionen
integrierter Strukturen nur wenige Millimeter lang. In diesem Bereich ,kurzer
Kavitéaten“ reagieren Halbleiterlaser weniger sensibel auf Riickkopplung als bei

langen Kavitaten [KANO5| [SCH89L, [TONOI]. Im Rahmen des LK-Modells wird
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Abbildung 4.2.: Skizze der betrachteten Zwei-Sektionsstruktur. Die Facette
der aktiven Sektion ist antireflektierend (AR) beschichtet, die der passiven
Sektion hochreflektierend (HF). Bezeichnungen sind wie im Text.

dies dadurch erklart, dass bei kurzen Kavitdaten auch bei groken Riickkopplungs-
starken K.. nur wenige Eigenmoden der gekoppelten Kavitat, sogenannte ex-
terne Resonatormoden, existieren [PETSS|. Bei langen externen Kavitéten sind
hingegen bereits bei geringer Riickkopplungsstéirke viele Moden aktiv. Auf die
externen Resonatormoden sowie die Definition einer kurzen Kavitiat werden wir
in Kapitel B noch genauer eingehen. Da das LK-Modell auch das Verhalten von
Halbleiterlasern mit kurzen externen Kavitdten von wenigen Zentimetern Lénge
gut beschreibt HEIO3a, [TAGI3| [TAG94], liegt es nahe zu untersuchen,
inwiefern auch integrierte Strukturen mit diesem Modell beschrieben werden
konnen. Im Fall einer integrierten Struktur unterscheiden sich die Brechungs-
indizes des Materials der aktiven Sektion (z.B. InGaAs) und des Materials der
passiven Sektion (z.B. GaAs) nur geringfiigig voneinander. Deshalb wird an der
Grenzschicht zwischen der aktiven und der passiven Sektion nur ein sehr kleiner
Teil des Lichts reflektiert (r2 = Ry ~ 1/1000). Der dominierende Anteil des reflek-
tierten Lichts stammt folglich von der Reflexion an der &ufseren Grenzschicht
der passiven Sektion (r2, = R.. ~ 0.3). Der Einfluss der passiven Sektion auf die
Laserdiode léasst sich wieder durch einen effektiven Reflexionskoeffizienten 712 ¢
der mittleren Facette ausdriicken, der nun motiviert wird. Bei jedem Umlauf in
der externen Kavitdt wird die Amplitude der Welle um den Faktor

6_2"‘€int,ec l

abgeschwacht. Hierbei steht k. fiir die Verluste in der passiven Sektion. Die-
se stimmen ungefihr mit den Verlusten in der aktiven Sektion s, ~ 200m™*
iiberein. In dispersiven Materialien wird die Umlaufphase © durch die Phasen-
geschwindigkeit v,y . bestimmt, wéhrend die Umlaufzeit 7., = 2/v,.. des Lichts
in der Kavitat durch die Gruppengeschwindigkeit v, .. bestimmt wird. So ergibt
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sich die Umlaufphase zu

21!
O = wy :uec.
C

Damit folgt fiir den effektiven Reflektionskoeffizienten (vergleiche [TRO06])

7"12,@f = \/E{l + Kece_zﬁmt’eclei@.
0 ol(t—(n+1)7.) (4.15)
. _1\n n_in®
Z( 1) ( RQRec) (& g(t) }

n=0

Ein Vergleich mit (£3) zeigt, dass die Riickkopplungsstiarke K. iibergeht in

Ko = (1— Ry, ];“ e~ Himtccl (4.16)
2

-~

~10

Mehrfachreflexionen in der externen Kavitdt konnen in (AI5) vernachlissigt
werden, da wir uns eindeutig in dem Grenzfall starker Riickkopplung |R..| >
| Ry| befinden.

An der Formel fiir die Riickkopplungsstiarke (A1) ldsst sich bereits erkennen,
dass es problematisch ist eine integrierte Struktur mit dem LK-Modell zu be-
schreiben: Wie wir in Abschnitt gesehen haben, muss fiir dessen Giiltigkeit
der Betrag von K. klein gegeniiber Eins sein. Der die Reflexionsverluste be-
schreibende Term (in (AI6]) unterklammert) ist von der Grofenordnung 10. Er
muss durch die Umlaufverluste in der passiven Sektion e~2intecl ausgeglichen
werden. Dafiir diirfen nur noch wenige Hundertstel des ausgekoppelten Lichts
wieder in die interne Kavitéat zurtickgekoppelt werden. Da kaum Licht direkt in
den Laser zuriickreflektiert wird, sind die Spiegelverluste zu hoch, um durch den
optischen Gewinn kompensiert werden zu kénnen (vergleiche (£I3])). Das LK-
Modell liefert jedoch auch fiir relativ hohe Riickkopplungsstéirken (K., ~ 0.3,
K? ~ —10dB), die typisch fiir integrierte Multisektionslaser sind [USHO04],
gut mit dem Experiment tibereinstimmende Ergebnisse. (In Experimenten wird
meistens der Anteil der riickgekoppelten Intensitét angegeben, der in unserem
Modell mit K2, beschrieben wird.) Daher kann versucht werden, das Verhal-

ten von Mehrsektionslasern durch das LK-Modell mit Riickkopplungsstéarken
an dessen Giiltigkeitsgrenze (K. = 0.3) zu beschreiben [TAG94] [TAG93].



23

5. Ratengleichungsmodell fir
einen Quantenpunktlaser

In diesem Kapitel wird ein fiir einen Quantenpunktlaser (QP-Laser) geeignetes

Ratengleichungsmodell vorgestellt. Dazu wird in Abschnitt B.1] zuerst auf die

Struktur der Laserdiode eingegangen und anschlieffend in Abschnitt das
Ratengleichungssystem behandelt.

5.1. Laserstruktur

Es wird eine kantenemittierende Laserdiode mit einem schmalen 4 ym brei-
ten Wellenleiter betrachtet. Eine Prinzips-Skizze ist in Abb. 5.1 wiedergegeben.
Die gesamte Struktur ist auf einem n-dotierten Substrat aus GaAs gewach-

Laser structure

A Electrical
contact layer -
=% = Stacked quantum
Cladding layer dot layers
Thinned Wafer | _._@_ Quantum dot

150 um Waveguide

GaAs wafer
substrate .
Cladding layer

——
-
—_——
—
GaAs wafer -

v

Abbildung 5.1.: Schematischer Aufbau einer QP-Laserstruktur. Abbildung

entnommen aus [KUN0O5(].

sen. Auf dieses ist eine Mantelschicht aus AlGaAs von 1 um Dicke aufgebracht.
Diese gewéhrleistet zusammen mit ihrem Pendant oberhalb der aktiven Zone
und der aktiven Zone selber den Einschluss der optischen Mode orthogonal zu
der Schichtung (siche auch Kapitel 24]). Die aktive Zone besteht aus 15 La-
gen mit selbstorganisierten InAs-Quantenpunkten, die in 4nm dicke InGaAs-
Benetzungsschichten eingebettet sind (sieche Kapitel Z2.T]). Die einzelnen Lagen
sind mit 35nm dicken GaAs-Zwischenschichten getrennt, um eine Kopplung
der Energieniveaus von Quantenpunkten verschiedener Schichten zu vermeiden
und eine verspannungsfreie GaAs-Oberfliche fiir das Aufwachsen der néchsten
Benetzungsschicht zu erhalten.
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5.2. Ratengleichungen

In dem Modell werden die Elektronen erst in einen Quantengraben aus InGaAs
injiziert, der als Benetzungsschicht bezeichnet wird. Durch Coulombstreuung
gelangen sie dann in die Quantenpunkte aus InAs. Die zugehorigen Einstreu-
und Ausstreuraten werden mikroskopisch berechnet. Die Ubereinanderschich-
tung von 15 Lagen mit Quantenpunkten wird in dem Modell durch den opti-
schen Fiillfaktor I' (wie in Kapitel Z4] beschrieben) beachtet. Da eine Ladungs-
tragerinversion nur bei hohen Ladungstragerdichten in der Benetzungsschicht
erreicht wird, kann angenommen werden, dass die Coulombstreuung iiber die
Ladungstrager-Phonen-Streuung dominiert [WET04a|. Streuprozesse innerhalb
der Benetzungsschicht und der Quantenpunkte sind deutlich schneller (~ ps)
als Streuprozesse zwischen den beiden Teilsystemen (~ ns). Daher tragen nur
die Elektronen- und Lochgrundzustinde in den Quantenpunkten zu der La-
serdynamik bei [MALQ7]. Die Dynamik von Elektronen und Lochern in den
Quantenpunkten und in der Benetzungsschicht wird getrennt betrachtet, da-
her gibt es vier Bewegungsgleichungen fiir die Ladungstragerdichten: Zwei fiir
die Elektronen- und Locherdichten in den Quantenpunkten n, und n, sowie
zwei fiir die entsprechenden Dichten in der Benetzungsschicht w, und wjy,. Eine
fiinfte Bewegungsgleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung der Photonen-
dichte n,,. Diese stellt eine Mittelung der Photonendichten aller longitudinalen
Resonatormoden dar. Die Ladungstragerdichten in den Quantenpunkten erhélt
man durch Summation iiber die Besetzungswahrscheinlichkeiten aller Quanten-
punkte des Ensembles { p;h} und anschliefsende Division durch die Fléche A der
Benetzungsschicht:

1 .
nen = > en =N pe.

Dabei bezeichnet pf , die Besetzungswahrscheinlichkeit des Elektronen- (e) be-
ziehungsweise Lochniveaus (h) des i-ten Quantenpunktes. Die doppelte Quan-
tenpunktdichte ist mit NP bezeichnet. Dabei wird die Degenerierung der Ener-
gieniveaus beziiglich des Spins beachtet. Die betrachtete Laserdiode hat eine
Lange von L = 1mm und der Wellenleiter hat einen Durchmesser von 4 ym .
Damit ergibt sich die Fliche der Benetzungsschicht zu A = 4 - 10° cm? .

Aufgrund der geringen Dicke der Benetzungsschicht sind die Energieniveaus der
Ladungstréiger orthogonal zu der Schichtung quantisiert. In der Ebene parallel
zu der Schichtung (zy-Ebene) liegt ein zweidimensionales Elektronengas vor.
Es bilden sich daher parabolische Energiesubbédnder mit der Dispersionsrelation
EY = P’Ik?/om:. Dabei ist m} die effektive Masse der Ladungstriiger (b = e fiir
Elektronen und b = h fiir Locher) und die Komponenten des zweidimensionalen
Wellenvektors liegen in der zy-Ebene (|k|* = k2 4 k7). Fiir die Verteilungsfunk-
tionen der Ladungstriager in der Benetzungsschicht wird die Annahme gemacht,
dass Intrabandstreuprozesse geniigend schnell gegeniiber der Diffusion der inji-
zierten Ladungstrager sind. Deshalb konnen wieder Quasi-Fermi-Verteilungen
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fiir die einzelnen Bénder angenommen werden (vergleiche Kapitel 23]). Fiir die
Leitungsbandelektronen gilt:

1

fli = e n :
1+ exp <7E“7§£(TT’%))

Dabei ist Ef die Einteilchenenergie der Elektronen und E7} ihr Quasi-Fermi-
Niveau. Die Ladungstriagerdichten in der Benetzungsschicht ergeben sich analog
zu den Ladungstrigerdichten der Quantenpunkte zu

k1 BZ k1 BZ E1.Bz
Z fe== Z e _/ dE Dop f*(E) (5.1a)
:%/ﬁ‘”dkk{ewk‘i;f’w”)]1- o1

Die Summe in .14l verlauft uber alle Wellenvektoren bis zu dem Rand k; gy der
ersten Brioullinzone. In der zweiten Gleichheit von [B.Jal wurde benutzt, dass
die Ladungstragerverteilung spinunabhéingig ist. Daher ergibt die Summation
iiber die z-Komponente der Spins s nur den Vorfaktor zwei. Bei dem Ubergang
von der Summe zum Integral wurde die Energiezustandsdichte innerhalb eines
Subbands Dsp = mé/zn? eingefiihrt. Bei bekannten Ladungstrégerdichten kon-
nen aus dieser Gleichung die Quasi-Fermi-Niveaus der Benetzungsschichtelek-
tronen Ep, bestimmt werden. Dabei ist nur das erste Subband von Interesse, da
die energetische Aufspaltung der Subbénder, aufgrund der geringen Hoéhe der
Benetzungsschicht (4nm ), so grof ist, dass das ndchste Subband energetisch
bereits ,,im GaAs" liegt. Fiir die Berechnung der Locherdichte gilt ein analoger
Zusammenhang.

Das Ratengleichungsystem hat die folgende Gestalt:

Nph = —KNp, + TWA(ne + 1y — N@P Y1ph + B—55Nenn (5.2a)

NQD

. 1 . W
Ne = —T—ene + Se NQD — WA(ne +np — NQ )nph — NQDnenh (52b)
n ——ln + SN — W A(n, + nj, — N9P)ny, — W ——n.n, (5.2c)
h — . h h e h ph NQD ellh .
. j  neNWE in A WL |44
We = 77( )60 + T_NQD - Se N — NWLwewh (5,2d)
. ] Ny NW in \TWL
wyp = n(we) e -+ T_hW — Sh N — NWLwewh. (526)

Nachfolgend werden wir auf die einzelnen Terme und ihre Bedeutung eingehen.
Die in den Simulationen und Rechnungen benutzen Zahlenwerte sind in Tabelle
6. zusammengefasst. Ein Energieschema der untersuchten Struktur ist in Abb.
dargestellt.
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‘ Bezeichnung ‘ Grolse ‘ Wert
fuw Grofe der Bandliicke (InAs) 0.96 eV
N@P Doppelte Quantenpunktdichte 0.45 - 101° cm 2
NWE Zelldichte der Benetzungsschicht 2-10" cm—2
A Flache der Benetzungsschicht 4-10°cm™2
K Gesamte Kavitatsverluste 0.12ps*
Kint Interne Verluste 200m~!
Rio Reflektivitdten der Facetten 0.32
r Optischer Fiillfaktor 0.0011, (0.0015)
ar, Anzahl der Quantenpunktschichten | 15
Vay Grundflache der Quantenpunkte 3-1072cm?
L Laserlange 1mm
%4 Einsteinkoeffizient 1.3ns™!
W Dipolmoment 0.28¢5 nm
T Temperatur 300 K
I} Koeffizient der spontanen Emission | 5-107°
€bg Dielektrizitatskonstante von GaAs | 13.18

Tabelle 5.1.: In den Simulationen verwendete Parameter. Bis auf die Quan-
tenpunktdichte N9 stimmen alle Parameter mit [LUEQS] iiberein.

Der erste Term in der Bewegungsgleichung fiir die Photonendichte (5.2al) be-
schreibt deren gesamte Verluste. Die Verlustrate x setzt sich aus internen Ver-
lusten ki, und Spiegelverlusten (2L)~!In(R; Ry) zusammen. Es gilt

c 1
R = » {/{int - ﬁ ln(RlRQ)}

~——

Uph

Dabei sind die Reflektivitdten der Facetten des Laserdiode mit R; und Rs be-
zeichnet. Sie haben fiir unbeschichtete Grenzflichen von GaAs mit Luft den
Wert Ry = Ry = 0.32. Zusétzlich wurde die Phasengeschwindigkeit des Lichts
in GaAs v, = ¢/ e, eingefiihrt. Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
und €,, = 13.18 die Dielektrizitétskonstante von GaAs. Der zweite Term auf der

rechten Seite von (G.2al) beschreibt die Nettorate der induzierten Absorption
und Emission R;,q

Rmd(ne, Nnp, nph) = WA(TLe -+ ny — NQD)TLph. (53)

Sie ist sowohl proportional zu der Photonendichte n,;, als auch zu der Inversi-
onsdichte n(t). Die Ladungstragerinversion ist die Differenz aus der Elektronen-
dichte in dem Leitungs- n. und dem Valenzniveau n., der Quantenpunkte

n(t) :ne—nevv:ne+nh—NQD.
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In der letzten Gleichung wurde ausgenutzt, dass zwischen der Locherdichte und
der Elektronendichte des Valenzniveaus der Quantenpunkte der Zusammenhang

np = NQD — New

besteht. Die Rate der induzierten Absorption und Emission ergibt sich fiir einen
Quantenpunkt zu

WA(pe + pn — 1)nph. (5.4)

Dabei ist W der Einsteinkoeffizient, der ein Maf fiir die Stérke der strahlenden
Ubergénge in den Quantenpunkten ist. Er kann explizit zu

W= ﬂ(i)g
3megh \vpy,

berechnet werden [MALOS].

Dabei ist i das Dipolmoment des strah-

lenden Uberganges, i = h/2r das re-

duzierte Plank’sche Wirkungsquantum i(t
. j(®)

und w die Frequenz des strahlenden A I

Uberganges. Wird nun (5.4) tiber das _

Ensemble von Quantenpunkten auf- S(f”‘tl é :;”

WL |w€

summiert und die Spin-Degenerierung
beachtet, erhdlt man (5.3)). Es wird
angenommen, dass alle Quantenpunk-
te zu dem Laseriibergang beitragen.
Damit wird dessen inhomogenen Ver- Tph
breiterung nicht direkt Rechnung ge- n,
tragen. Die inhomogene Verbreiterung gin ? I Gout

kommt zum einen durch die statis- h L
tische Verteilung der Quantenpunkt- I e, WL |wh
grofen zu Stande, die eine unterschied- j(®)

lich starke Aufspaltung der Energie-

niveaus bewirkt. Zum anderen schwankt

der Indiumgehalt der Quantenpunk-

te, was ebenfalls die Aufspaltung der Abbildung 5.2.: Energieschema
der untersuchten QP-

Benetzungsschicht-Struktur.

Te

ind

Energieniveaus beeinflusst. Damit ist
nur ein Teil der Quantenpunkte exakt
in Resonanz mit der betrachteten La- Entnommen aus [MALDS.
serfrequenz w. Statt eine Verteilungsfunktion fiir die Quantenpunktgrofsen zu
betrachten, wird in dieser Arbeit der Wert von N9P = 0.45- 109 cm~? kleiner
als der experimentell gefundene Ne?ql? =2-10"cm™? [KUNOASd gewihlt. Die
spontane Emission in den Quantenpunkte wird durch den Term
w

Rgp(ne,np) = ~NGB el (5.5)
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beschrieben. Als Licht-Materie-Wechselwirkung ist sie ebenfalls proportional zu
dem FEinsteinkoeffizienten W. Sie wird als bimolekulare Wechselwirkung be-
schrieben, ist also proportional zu dem Produkt aus Elektronen- und Locher-
dichte in den Quantenpunkten [SCHSSI|. Der Koeffizient 3 in der Glei-
chung fiir die Photonendichte n,;, beschreibt den Anteil der spontan emittierten
Photonen, die zu der Lasermode beitragen. Er wird zu 5 - 107% gewéhlt.
Streuprozesse von Ladungstragern zwischen der Benetzungsschicht und den Quan-
tenpunkten werden in den Ratengleichungen fiir die Ladungstriagerdichten (5.2D)-
(52d) durch nichtlineare Streuraten Sm/ 7 heschrieben (vergleiche dazu Abb.
£.2). Auf ihre Berechnung werden wir in Abschnitt 21 genauer eingehen. Die
Streuraten sind ein Mak fiir die Stirke der nichtstrahlenden Streuprozesse und
bestimmen damit die Ladungstrigerlebensdauern in den Quantenpunktniveaus
zu

Ten = ( Sout) 1
Die spontane Emission in der Benetzungsschicht wird in den Gleichungen (5.2d))
und (52d) ebenfalls durch einen bimolekularen Term

Rp(we, wp,) =

w
NWL . Welhp,
beschrieben. Aufgrund der starken Abschirmung durch das umgebene Elek-
tronengas [WET04a] wird die Reichweite der Coulombwechselwirkung herab-
gesetzt. So finden Coulomb-Streuprozesse immer nur zwischen einem Quan-
tenpunkt und einem umgebenen Stiick der Benetzungsschicht mit der Flache
Aporm = 2nm x 2nm statt. Die Zahl der Energiezustdnde in der Benetzungs-
schicht pro Aporm ist mit NV bezeichnet.
Aus dem Gleichungssystem (5.2)) ist ersichtlich, dass die Quantenpunkte nicht
direkt gepumpt werden, sondern die Ladungstriager erst in den Quantengraben
injiziert werden. Die Injektion von Ladungstrigern in die Benetzungsschicht
wird durch den Term 7(we)i/e; in den Gleichungen (5.2d)) und (5.2¢€]) beschrieben.
Dabei ist j die Pumpstromdichte, ey die Elementarladung und

(5.6)

der Stromeffizienzfaktor. Dieser beschreibt Auffiillungseffekte der Zusténde in
der Benetzungsschicht bei hohen Stromdichten. N™® ist die Zahl mdglicher
Zusténde in der Benetzungsschicht. Eine mikroskopische Herleitung des Strom-
effizienzfaktors findet sich in [CHO94].

5.2.1. Nichtlineare Streuraten

Eine Besonderheit des in diesem Kapitel betrachteten Ratengleichungsmodells
sind die mikroskopisch berechneten Coulomb-Streuraten zwischen den kontinu-
ierlichen Zustédnden der Benetzungsschicht und den diskreten Zustdnden der
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Quantenpunkte SZLh/Om. Die Streuraten werden in Abhéngigkeit von den La-

dungstragerdichten w, und wy, in der Benetzungsschicht berechnet. Dabei finden
iiber die Hartree-Fock-Naherung hinausgehend Zwei-Teilchen-Korrelationen Be-
achtung (Zweite Born Approximation). Anwendung der Markov-Approximation,
das heifst die Vernachléssigung aller Gedachtniseffekte, fithrt zu einer Boltzmann-
Gleichung fiir die Besetzungswahrscheinlichkeiten der Quantenpunktniveaus

IMALOS, MALO7|
o =S (1= po) = S5"pp = — (" + 5") py + Sy (5.7)
—_——

Ty

Aufsummieren von (5.7) iiber das gesamte Quantenpunktensemble (4 3, -(5.7)
liefert die durch die Coulomb-Streuung verursachten ersten beiden Terme in
den Bewegungsgleichungen fiir n, ([.2D) und n; ([B2d). Der erste Term von
Gleichung (5.7) besagt, dass die Anderung der Besetzungswahrscheinlichkeit
durch Einstreuung mit zunehmender Besetzungswahrscheinlichkeit p, des Ni-
veaus abnimmt. Dies ist eine Folge des Pauli-Prinzips. Da Elektronen unun-
terscheidbare Fermionen sind, konnen sich nicht zwei von ihnen in dem glei-
chen Quantenzustand befinden. Daher nimmt die Einstreuung mit zunehmen-
der Besetzungswahrscheinlichkeit des Niveaus ab. Abb. zeigt die berech-
neten Streuraten fiir drei verschiedene Verhéltnisse g. = wr/w. von Locher-
zu Elektronendichte in der Benetzungsschicht. Die Streuraten der Elektronen
sind iiber w, aufgetragen und die Streuraten der Locher {iber wy,. Aufgrund
der gemischten Auger-Prozesse (Elektron-Loch-Streuung) sind alle Streuraten
von w, und wy, abhéngig. Abb. [0.4] zeigt die bei der Berechnung der Streura-
ten betrachteten Auger-Einstreuprozesse. Dabei werden sowohl reine Elektron-
Elektron- E.4l(a) und Loch-Loch-Streuung [5.4(c), als auch gemischte Elektron-
Loch-Streuung

(E4(b) und[B.4(d)) beachtet. Die Streuraten sind von der Form [GOMOS, IMATOS]

; 27 ‘ / /
Szn/OUt _ ? Z Mbnlm(2M1;knlm _5b7b’M1;knml)flm/OUt'5(Eb + EZ _ Elb — EZL) . (58)

mnb’

tmnb/ dir. W.W. Aus.-W.W. Energieerhaltung

Die Summe in (5.8) lduft tiber alle Zusténde der Benetzungsschicht mit den Be-
setzungswahrscheinlichkeiten p?, p° und p’. Die Einteilchenenergiezustinde in
der Benetzungsschicht sind mit E?, EY und EY bezeichnet, die Energiezustinde
in den Quantenpunkten mit E°. Mp,,, bezeichnen die Coulomb-Matrixelemente
der Streuprozesse. Dabei wird der Abschirmung durch das umgebene zweidimen-
sionale Elektronengas in der Benetzungsschicht im Rahmen des zweidimensiona-
len statischen Grenzwertes der Lindhard-Gleichung [CHO94, MAT07] Rechnung
getragen. Die 0-Distribution in (B.8) driickt die Energieerhaltung bei Coulomb-
Streuprozessen aus. Die Coulombwechselwirkung beinhaltet einen direkten Term
(erster Term auf der rechten Seite von (5.8))) und einen Austauschterm (zwei-
ter Term auf der rechten Seite von (.8])) beschrieben. Durch die Degenerierung
der Energieniveaus in der Benetzungsschicht beziiglich des Spins fiihrt die Sum-
mation iiber die Spinvariable zu dem Faktor zwei vor dem direkten Term. Die
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Abbildung 5.3.: Mikroskopisch berechnete Coulomb-Streuraten fiir Elektro-

nen (e) und Locher (h) in Abhéngigkeit der Ladungstragerdichten w, und wy,
in der Benetzungsschicht fiir drei verschiedene Verhéltnisse g. = @n/w. von
wy, und we. [(a)] und [(b)} Ein- (SI*) und Ausstreuraten (So") fiir Elektronen.
und [(d)} Ein- (S}") und Ausstreuraten (Sg"*) fiir Locher. Braune strich-
punktierte Linien bezeichnen die Gleichgewichtsladungstrégerdichten fiir I' =
0.0015 (we s = 5.36-10' cm ™2, wy, s = 18.80-1012 cm™2), rosa durchgezogene
Linien fiir I' = 0.0011 (wes = 9.81 - 102 em™2, wy s = 21.83 - 1012 cm™2).
Parameterwerte fiir die numerische Berechnung der Gleichgewichtsladungs-
triigerdichten: j = 2.5 - jy,(T), n = 1, jp(L = 0.0011) = 3,708 Acm~ 2,
Jen (D = 0.0015) = 2.407 Acm~2 . Andere Parameterwerte wie in Tabelle Bl
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capture of electrons capture of holes
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Abbildung 5.4.: Veranschaulichung der bei der Berechnung der Streuraten be-
achteten Auger-Einstreuprozesse fiir Elektronen und Locher. Es werden so-
wohl reine Elektron-Elektron- und Loch-Loch-Streuung (a) und (c), als auch
gemischte Elektron-Loch-Prozesse (b) und (d) betrachtet. Entnommen aus

IMALOS).

Terme f;:l{ﬁt enthalten die Besetzungswahrscheinlichkeiten der Zusténde in der

Benetzungsschicht

ity = PLO (L = pl)) e = P (L= o) (L= 7). (5.9)
Die Einsteuraten zeigen prononcierte Maxima bei einer Elektronendichte w, von
etwa 5 - 102 cm™? fiir S und einer Locherdichte wy, von etwa 19 - 10 cm ™2
fiir S}*. Zu hoheren Dichten hin fallen sie monoton ab, wobei die Einstreu-
raten fiir die Locher Si* noch ausgepriigte Schultern bei Locherdichten iiber
30 - 102 cm™2 zeigen. Die Ausstreuraten fallen hingegen in dem gesamten Be-
reich von 110" cm™ bis 20 - 10" cm™2 im Fall von S™ und in dem Bereich
von 1-10"cm™2 bis 60 - 10" cm™2 im Fall von S}* monoton ab.
An (B9) ldsst sich erkennen, warum die Ausstreuraten Sg4° in Abb. und
bereits bei Ladungstrégerdichten w, ; abfallen, bei denen die Einstreu-
raten S in Abb. [5.3(a)] und [5.3(c)| noch ansteigen: Da die Ausstreuraten pro-
portional zu (1 — p%)(1 — p?) sind, macht sich bei ihnen das Auffiillen der Zu-
stdnde in der Benetzungsschicht schneller bemerkbar als bei den Einstreuraten,
die ,nur proportional zu (1 — p%) sind (vergleiche dazu Abb. [5.3(a)] und [5.3(c)|
mit Abb. [5.3(b){und [5.3(d)). Um einen Eindruck von den im Laserbetrieb typi-
schen Ladungstragerdichten zu bekommen, sind in Abb. die numerisch be-
rechneten Gleichgewichtsladungstréagerdichten fiir das stark geddmpften Regime
' = 0.0011 durch rosa Linien und fiir das oszillatorischen Regime I' = 0.0015
durch braun strich-punktierte Linien gekennzeichnet. Die beiden Regime wer-
den in Kapitel [ ndher beschrieben. Die Ausstreuraten sind bei den Gleich-
gewichtsladungstrigerdichten bereits fast vollstandig abgeklungen, wahrend die
Gleichgewichtswerte der Einstreuraten fiir den oszillatorischen Fall (I' = 0.0015)
in der Nahe der Maxima der Einstreuraten liegen. In dem stark geddmpften
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Fall (I' = 0.0011) liegen die Gleichgewichtswerte der Elektronen-Einstreuraten
,rechts” von den Maxima der Streuraten, also in dem Bereich abfallender Streu-
raten. Die Locher-Einstreuraten liegen hingegen noch knapp ,links*® von den
Maxima der Streuraten, also noch in dem Bereich ansteigender Streuraten.
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6. Zusammenfiigen beider
Modelle

In diesem Kapitel wird das in Kapitel (] vorgestellte Ratengleichungsmodell mit
dem in Kapitel @l abgeleiteten LK-Modell kombiniert. Dabei entsteht ein Mo-
dell, in dem das elektrische Feld wie in dem LK-Modell durch eine komple-
xe langsam variierende Feldamplitude beschrieben wird. Die Ladungstragerdy-
namik wird hingegen aus dem Ratengleichungsmodell iibernommen. Dadurch
konnen einerseits Effekte durch Riickkopplung eines Teils des Lichts beachtet
werden. Andererseits kann die unterschiedliche Dynamik von Elektronen und
Lochern, sowohl in den Quantenpunkten als auch in der Benetzungsschicht, be-
achtet werden. Das Modell ist also mikroskopisch exakter als das LK-Modell,
das fiir Elektronen und Locher die gleiche Dynamik annimmt. Auferdem sind
die Ein- und Ausstreuraten mikroskopisch berechnet und miissen nicht durch
angendherte Raten beschrieben werden. In diesem Kapitel werden alle Dichten
auf die Normierungsflache der Benetzungsschicht A bezogen. Fiir die Herleitung
des kombinierten Modells wird die Feldgleichung des LK-Modells in einer fiir
allgemeine Gewinnraten G(n) = v,g(n) giiltigen Form verwendet (vergleiche

mit @59)):
E(t) = { —i(w — wi) + T(G(n) — Gu) }5(t)

K@C )
+ =P8 (t — ) + Fe(t).
Tin

(6.1)

Die grundlegende Idee besteht nun darin, die komplexe Feldgleichung des LK-
Modells (6.0)) in Polarkoordinaten, das heifst durch eine Gleichung fiir die Pho-
tonendichte n,, und eine Gleichung fiir die Phase ¢ zu beschreiben. Durch den
Vergleich der Gleichungen fiir die Photonendichte beider Modelle kann der Term
des Ratengleichungsmodells, der die Zuwachsrate der Photonendichte beschreibt

WA(ne + np — NQD>,

in Verbindung mit dem optischen Gewinn g,,; des LK-Modells gebracht werden.
Dabei gilt der folgende Zusammenhang zwischen der Inversionsdichte n(t) in
dem LK-Modell und den Ladungstragerdichten in den Quantenpunkten in dem
Ratengleichungsmodell:

n(t) =ne — nep = ne(t) + ny(t) — N9P.
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Dies wird ersichtlich, wenn man beachtet, dass n. die Elektronendichte in dem
Leitungsband und n; die Locherdichte in dem Valenzband beschreibt. Diese
ist mit der Elektronendichte in dem Valenzband n., tiber n, = N QDb _ New
verkniipft. Als néchstes wird der Koeffizient, des die spontane Emission in dem
LK-Modell beschreibenden stochastischen Terms Fg(t), durch den Vergleich mit
der Rate der spontanen Emission in dem Quantenpunkten

Rap(ne,np) = ~ap el

bestimmt. Dazu wird der stochastische Term von (6.1]) als komplexes Gauf’sches
weifes Rauschen

Fe(t) = Fo(t) +iF,(t),

mit den Mittelwerten

v

(Fe(t)Fi(t)) = Ryd(t—t')  und <Fx(t)Fy(t’)>:%@ﬁ(t—t’)

angesetzt (siche Kapitel und Appendix [A]). Der Koeffizient ésp ist durch
den Vergleich beider Modelle zu bestimmen. Die Notation ésp wurde gewahlt,
um daran zu erinnern, dass es sich bei der gesuchten Grofe um eine Rate (Ein-
heit 1/zeit) handelt. Nun wird die komplexe Bewegungsgleichung fiir die bereits
auf die Wurzel der Photonenzahl N, normierte Feldamplitude £ in zwei reelle
Bewegungsgleichungen aufgespaltet, eine fiir Ny, und eine fiir die Phase ¢ des
elektrischen Feldes. Ohne stochastischen Term ist dies nur eine Transformation
auf Polarkoordinaten, das heifit, & wird als

E(t) = \/Nyp(t)e=® (6.2)

dargestellt. Unter Beachtung des die spontane Emission beschreibenden stochas-
tischen Terms Fe(t) muss eine [to-Transformation angewendet werden. Diese
beschreibt die Transformation einer stochastischen Differentialgleichung auf an-
dere Korrdinaten [GARQ2]. Die Einzelheiten der Transformation finden sich in
dem Anhang [Al Ohne Riickkopplung (K.. = 0) ergibt sich aus der komple-
xen stochastischen Differentialgleichung fiir die Feldamplitude £ (6.1]) folgendes
Paar entkoppelter reeller stochastischer Differentialgleichungen fiir die Photo-
nendichte n,, und die Phase ¢ (siche (A.9]))

A
¢ = (w—wpn) — Fy. (6.4)

Dabei haben die beiden reelles weifes Rauschen beschreibenden Terme F}, , und
Fy4 die Korrelationseigenschaften

R,
Fip, = 2F{G(n) - Gth}nph +2 LR, (6.3)

<F"ph (t)anh <tl)> = 2ésp”1)’15<t_tl) und <F¢<t>F¢><tl)> = 75<t_t/)-
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Da der Beitrag der spontanen Emission in dem Ratengleichungsmodell nicht
durch einen stochastischen Term beschrieben wird, muss fiir den Vergleich beider
Modelle der Term F,, , in (6.3)) vernachléssigt werden. Zum direkten Vergleich
werden die Differentialgleichungen fiir die Photonendichte in dem LK-Modell
und in dem Ratengleichungsmodell gegeniibergestellt:

) R
Nph = 2I'{G(n) — G }npn + Ap (6.5a)
Nph, = {TWA(ne +ny — NOP) — /{}npthﬁRsp(ne, np). (6.5b)

Der Vergleich von (6.5al) mit (6.51) ergibt, dass die Gewinnrate des LK-Modells
an der Laserschwelle mit der halben Verlustrate des Ratengleichungsmodells
ibereinstimmt

K

Gopt,th =I'Gy, = vgrgth = VgGopt,th = 5 (6-6)

So steht der optische Schwellwertgewinn g ¢, des LK-Modells in folgendem

Zusammenhang mit den internen k;,; und den Spiegelverlusten %ln <ﬁ>

des Ratengleichungsmodells:

11 _ELL{ Ly < 1 )} (6.72)
Jopt,th = 2Ug/{_ 2Ug1/6bg Frint 2L . RlRQ a
1 1 1
o (i)} -
2{5 t+2L n Rk (6.7b)

In Gleichung (6.70) wurde noch die Phasengeschwindigkeit vy, = ¢/ /e, mit der
Gruppengeschwindigkeit v, in der aktiven Zone gleichgesetzt. Da in dem Raten-
gleichungsmodell Dispersion vernachlassigt wurde, ist dies keine Einschrankung.
Zwischen der Gewinnrate des LK-Modells und der Inversionsdichte n(t) in dem
Ratengleichungsmodell ergibt sich folgender Zusammenhang

G(n(t)) = WTA (ne(t) + np(t) — NQD>. (6.8)
Dieser ist intuitiv verstandlich, da das elektrische Feld nur bei einer Inversi-
on der Ladungstrigerdichten in dem Halbleitermaterial verstarkt wird und der
Einsteinkoeffizient W genau die Ubergangsrate zwischen den beiden am strah-
lenden Ubergang beteiligten Niveaus liefert. Umgeschrieben auf den Gewinn im
LK-Modell ergibt sich

WA €bg D
g(n(1) = L2 (1) + mal1) — NOP).

So lasst sich die Rate der induzierten Emission nun mit Hilfe der Gewinnrate G
schreiben als

c
Rinda(Ne, i, npn) = 2G(ne, np)npn, = 205G (N, 1o )Mpp, = ZTg(ne, Tp ) M-
bg
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Der Faktor zwei vor der Gewinnrate kommt wieder dadurch zu Stande, dass
die Rate der induzierten Emission auf die Photonendichte bezogen ist, wihrend
die Gewinnrate G sich auf die Amplitude des Feldes bezieht. Auch die gesuchte
Rate der spontanen Emission in dem LK-Modell ésp kann nun durch Groéfen
des Ratengleichungsmodells ausgedriickt werden

o W
Rsp(”ea nh) - ﬁARsp(nea nh) = ﬁAwnenir

Fiir die Einfithrung des a-Faktors in die Feldgleichung (6.1]) muss G(n) um den
Schwellwert der Ladungstragerinversion ny, linearisiert werden. Aus Gleichung
(6.8) ist ersichtlich, dass die Gewinnrate des kombinierten Modells bereits linear
in der Ladungstragerinversion ist, so dass die Ndherung eines linearen Gewinns

G(n(t)) — G = vg=—| (n(t) —nw) = Gy, (n(t) — 1y
(1)) = Gon = vy 5| (0lt) = ) = G (1) — ) oo

_ _{WA(ne(t) +np(t) = NOP) — FH}

in diesem Modell exakt ist. Einsetzen von (69) und (B:42]) in (G1) liefert mit
der Definition des a-Faktor (8.69) folgende Gleichung fiir das elektrische Feld
des kombinierten Modells

0 = (e {TWAl@ om0 =¥~
+ ﬁeigg(t — Tee) + Fe(t). |

Tin

Diese komplexe stochastische Differentialgleichung kann analog zu dem Fall ohne
Riickkopplung wieder mit Hilfe des Ito-Kalkiils in zwei reelle stochastische Dif-
ferentialgleichungen fiir die Photonendichte n,, und die Phase ¢ umgeschrieben
werden. Die Einzelheiten sind in dem Anhang [Al (insbesondere in den Formeln
(A.I1)) wiedergegeben. Das fertige Gleichungssystem nimmt folgende Gestalt
an:

' W
fiph = —#npn(t) + TW A(ne +np, = NOP)npp + apnenn
KGC

Tin

+ 275 [ (t = Tec)pn (1) COS(@(t) — 6(t — 7ec) + ©) + F (1) (6.11a)

b= %{FWA(ne+nh—NQD) —/@}

_ KfC \/@Sjn(¢(t) — ¢t — Tee) + ©) — Fy(t) (6.11b)
Tin nph(t)
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1 _
Ne = ——MNe + Sé"NQD — WA(Mme +np, — NQD)nph

- N QD elth (6.11c)

1 )
hp = ——np + SITNCY — W A(n, + nj, — NOD)

- Tph = NrQD et (6.11d)
jt)  ne NP,
We = n(we)e—o + 7'_: NOD SinNWL _ W Welh (6.11e)
. j(t)  np NWE
wp = n(we)e—o + T_h NQD S NWL NWL WeWP,. (611f)

Die beiden reellen stochastischen Terme F,, , () und Fy(t) haben die Korrelati-
onseigenschaften

(P (0, (1)) = 28 3m 0 (0) ma ()52 )
3 SPWA

<F¢><t)F¢><t/)> - 2nn(t) N@Pr (1) ne(t)nn(t) o(t —t').

~~
RSp/"ph

Die rot eingefirbten Terme des Gleichungssystems (6.11)) stimmen mit dem Ra-
tengleichungsmodell {iberein.
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7. Dynamik der Laserdiode

In diesem Kapitel wird auf das kombinierte Gleichungssystem (6.11]) ohne Riick-
kopplung (K. = 0) eingegangen. Dazu wird zuerst in Abschnitt [ZI] die nume-
rische Implementierung beschrieben. Dann werden in Abschnitt analytische
Néherungen fiir die Fixpunkte des Gleichungssystems (6.17]) hergeleitet und mit
den Ergebnissen numerischer Rechnungen verglichen. In Abschnitt wird auf
die Dynamik des kombinierten Modells eingegangen. Dabei konnen, abhéngig
von dem optischen Fiillfaktor I', zwei unterschiedliche dynamische Regime un-
terschieden werden. Fiir einen kleinen optischen Fiillfaktor I' = 0.0011 regiert
die Laserdiode auf einen Strompuls mit stark gedampften Relaxationsoszilla-
tionen. Diese sind in guter Ubereinstimmung mit den in Quantenpunktlasern
beobachteten [LUEOQS, [LUE09a]. Wird die Kopplung verstarkt, zeigt die Laser-
diode fiir I' = 0.0015 ausgeprégtere Relaxationsoszillationen (vergleiche Abb.
[C.6) hoherer Frequenz. Diese werden experimentell in Quantengrabenlasern be-
obachtet [TAR95a]. Das Gleichungssystem (611 nimmt ohne Riickkopplung
(K. = 0) folgende Form an:

w
Nph = —kKnpn + TWA(ne +np, — NQD)nph + ﬁwnenh (7.1a)
b= %{FWA(TL@ +ny, — N9P) — li} (7.1b)
e = - n - Ne + np, — ph = QD et e
. n i
ny = —T—: + S]llnNQD — WA(ne + np — NQD)nph - Wnenh (71d)
. . n NWL . w
We = n(we)](t) =+ T—e—NQD — SénNWL _ NWL WeWp, (716)
e
. A np NWE in w
i = n(we) () + h _ Siny WL Wewp, (7.1f)

7, NQD ~ NWL
In den Gleichungen (7I€) und (ZIf) wurde noch eine auf die Elementarladung e
normierte Stromdichte j eingefiihrt.

7.1. Grundlagen

Das Gleichungssystem wurde in C++ implementiert. Fiir die Integration der Diffe-
rentialgleichungen wird ein Eulerverfahren verwendet. In jedem Zeitschritt werden die
Streuraten durch lineare Interpolation aus den Datensétzen gewonnen. Diese liegen
jeweils fiir festes Verhéltnis g. = wn/w. von Elektronen- und Locherdichte in der Be-
netzungsschicht fiir g.-Werte zwischen 1.0 und 4.0 in Absténden von 0.2 vor. Fiir die
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Laserdynamik werden in diesem Kapitel Pulse der Stromdichte von der Form

g t—1p n q
](t)—joexp{— <m) }, n e N gerade
verwendet. Dabei ist jp die maximale Stromdichte eines Pulses. Sie wird zu dem Zeit-
punkt ¢y erreicht. Fiir die in diesem Kapitel verwendeten Integrationszeiten zwischen
10ns und 42 ns ergeben sich fiir n = 90 Pulse mit An- und Abstiegszeiten von wenigen
Hundert Pikosekunden und einem flachem Plateau. Ein solcher Puls sowie die Reaktion
der Photonendichte fiir den stark geddmpften Fall I' = 0.0011 und den oszillatorischen
Fall ' = 0.0015 ist in Abb. [T dargestellt. Als Anfangswerte der dynamischen Varia-

3 3
(\II'_|
_o2f Strompuls — 12 §
= | r=0.0015 -- o

= | = S

Ll B r=0.0011 |
Nt <
19 o
Iy c

e - - - L1 o

0 2 4 6 8 10
Time [ns]

Abbildung 7.1.: Gaukformiger Strompuls und die Antwort der Photonendich-
te im oszillatorischen (I' = 0.0015) und im stark geddmpften (I' = 0.0011)
Regime.Die maximale Stromdichte des Plateaus betragt j = 2.5 - ju, (T).
Die Schwellstromdichten sind jy,(I' = 0.0015) = 2.407 Acm™2 und jy, (I =
0.0011) = 3708 Acm~2. Parameter in Tabelle [5.11

blen zu dem Zeitpunkt £y werden, soweit nicht anders beschrieben, immer alle Dichten
und die Phase als Null angenommen

(npfu ¢7 Ne, Tp, We, wh)T(tO) =0.

Fiir die Berechnungen mit externer Riickkopplung (K.. # 0) in dem Kapitel [§ werden
teilweise kastenformige Pulse verwendet, um auch fiir langere Zeitserien ebene Pla-
teaus der Stromdichte zu ermdglichen. Auch in diesem Fall werden Nullanfangswerte
angenommen. Zu Beginn wird das Gleichungssystem ohne Riickkopplung verwendet.
Diese wird ,eingeschaltet”, wenn die Simulationszeit grofer als die Umlaufzeit in der
externen Kavitdt ¢t > 7. ist, das heifst, sobald Riickkopplungseffekte zu erwarten sind.
Falls die Photonendichte fiir ¢ > 7. immer noch unterhalb eines unteren Grenzwertes
ist, wird weiterhin das Gleichungssystem ohne Riickkopplung verwendet bis der Grenz-
wert iiberschritten wird. Fiir die Bestimmung der Stromdichte an der Laserschwelle
werden Simulationen mit ansteigenden Stromdichten gemacht. Die Photonendichten
der stationdren Zustdnde werden iiber der Stromdichte aufgetragen (siehe Abb. [[2).
Unterhalb der Laserschwelle steigt die Rate der spontanen Emission Ry, = Wnenn/NQP
aufgrund der sich aufbauenden Inversion an. Da zusétzlich die Rate der induzierten
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Emission R;,q = WA(ne +np — NQD)nph, die fiir kleine Strome negativ ist, ab der
Transparenz des Materials positiv wird, steigt damit auch die Photonendichte leicht
an (siehe Gleichung (ZIal)). An der Laserschwelle beginnt die Rate der induzierten
Emission zu dominieren, was sich in einem linearen Anstieg der Photonendichte aus-
driickt. Die Schwellstromdichte wird bestimmt, indem jeweils eine Interpolationsgrade
durch das Regime kleiner Stréme und durch das lineare Regime gelegt werden. Die Ab-
zisse des Schnittpunktes beider Graden liefert die Schwellstromdichte. Experimentell
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Abbildung 7.2.: Veranschaulichung des Verfahrens zur Bestimmung der
Schwellstromdichte

kommt es bei hohen Stromdichten zu einer Gewinnséttigung. Bei einer weiteren Erho-
hung der Stromdichte nimmt die Photonendichte dann nur noch geringfiigig zu. Dies
ldsst sich durch eine Auffiillung der elektronischen Zusténde in der Benetzungsschicht
erkléaren (Coulombblockade). Der Gewinnséttigung wird in unserem Modell durch den
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Abbildung 7.3.: Photonen-Stromdichtecharakteristik der Laserdiode ohne
Riickkopplung fir I' = 0.0011 und I' = 0.0015 mit (7 = n(w,)) und ohne
Stromeffizienzfaktor (n = 1). Die graue, strich-punktierte Linie markiert die
Laserschwelle. Parameterwerte wie in Tabelle b1

Stromeffizienzfaktor n(w,) = 1 — we/Nmax Rechnung getragen. Abb. zeigt auf die
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jeweilige Schwellstromdichte normierte Photonen-Stromdichtecharakteristik fiir den
stark gedampften (I' = 0.0011) und den oszillatorischen (I' = 0.0015) Fall jeweils
mit (7 = n(w.e)) und ohne Stromeffizienzfaktor (n = 1). Die Charakteristiken mit
Stromeffizienzfaktor zeigen fiir héhere Stromdichten sublineares Verhalten.

7.2. Fixpunkte der Ratengleichungen ohne
Riickkopplung

In diesem Abschnitt werden die Fixpunkte der Ratengleichungen ohne Riickkopplung
bestimmt.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Ladungstragerdichten (ZId)-(ZIf) sind nicht un-
abhéngig voneinander, sondern durch einen Ladungserhaltungssatz miteinander ver-
kniipft. Dies wird ersichtlich, wenn man die Differenzen der Anderungsraten von Elek-
tronen und Lochern in den Quantenpunkten und der Benetzungsschicht betrachtet

e = p = = (25 = 21 4 (i - i) NP (7.22)
Te Th

Aus den Gleichungen (Z.2)) ergibt sich folgender Zusammenhang der Anderungsraten

. : NCD :
Ne — T, + W(w6 — wp,) = 0. (7.3)
N——

€

Die Summe der Ladungstrigerinderungsraten in den Quantenpunkten und in der Be-
netzungsschicht gleichen sich also aus. Der Faktor ¢ = N°”/NWL = (.23 - 1073 be-
schreibt das Verhéltnis von der Ladungstréagerdichte in den Quantenpunkten und der
Zelldichte der Benetzungsschicht. Gleichung (Z3) besagt, dass die Summe der Diffe-
renzen der Ladungstragerdichten in den Quantenpunkten n. — nj, und in der Benet-
zungsschicht w, — wy, gewichtet mit € eine von der Dotierung abhingige Konstante
ist. Diese kann im intrinsischen Fall gleich Null gesetzt werden. So erhélt man die im
Folgenden verwendete Form des Erhaltungssatzes

‘ne —np, + e(we — wp) = 0. ‘ (7.4)

Die Grundlosungen des Gleichungssystems (7)) haben konstante Photonen- und La-
dungstragerdichten. Nur die Phase der elektrischen Feldamplitude variiert linear mit
der Zeit ¢(t) = Awst. Das gesamte normierte elektrische Feld (langsam variierende
Amplitude und Tragerwelle) nimmt mit diesem Ansatz die Form

E(t) = g(t)e—i“tht - /Nph7se_i(¢(t)+wth)t _ /—Nph’se—i(Awsﬁ-wth)t (7.5)

an. Dabei ist der Koeffizient der linearen Phase durch die Frequenzverschiebung zu der
Schwellwertfrequenz Awg = ws —wyy, gegeben. FEingesetzt in das Ratengleichungsystem
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liefert dieser Ansatz:

w
0= { — Kk +TWA(nes +nps — NQD)}nph,S + ﬂmne7snh7s (7.6a)
«
Aw, = E{FWA(nw +np,s — NOP) -} (7.6b)
Ne,s in ATQD QD W
0= _7'— + Se N — WA(’I’L&S + Nhs — N )nph,s - NQD Ne,sMh,s (7'6C)
e
np in w
0= —778 + Sh NQD — WA(TLe’S + nh7s — NQD)TLP]%S — W?’L&th’s (76d)
~ n NWL in
0 = n(we,)7(t) + ?W — Siny WL _ NWE e sWh.s (7.6e)
e
. n NWL )
0= n(we,s)] (t) + :hys W _ ;lnNWL _ Ww&swms. (76f)

In der Gleichung fiir die Photonendichte kann das Produkt 3R, aus dem Koeffizienten
und der Rate der spontanen Emission gegeniiber den anderen Termen vernachléssigt
werden, das heifst,

w
ﬂRsp = ﬁmne,snh,s =0

gesetzt werden. Anhand der Gleichung ([C.Gal) lassen sich zwei Regime unterscheiden.
Unterhalb der Laserschwelle ist die ,triviale® Losung mit n,, s = 0 stabil. Der Laser
ist ausgeschaltet. An der Laserschwelle wird die triviale Losung instabil. Oberhalb der
Schwelle hat das Gleichungssystem ([Z.6]) eine stabile Losung mit endlicher Photonen-
dichte. Zusatzlich impliziert n,;, ¢ # 0 den folgenden Erhaltungssatz

K
Nph,s 70 = | Nes+Nps = WA + NP (7.7)

Ein Vergleich mit ([€9) zeigt, dass damit oberhalb der Laserschwelle die optische Ver-

starkung auf ihren Schwellwert ,festgeklemmt® ist, also (7)) gleichwertig zu

r''wA
2

(ne,s +nps — NQD) —==0

K
Gopt - Gopt,th = 5

ist.

7.2.1. Stationarer Zustand unterhalb der Laserschwelle

In diesem Abschnitt betrachten wir die unterhalb der Laserschwelle giiltigen Beziehun-
gen. Hier konnen die Terme der spontanen Emission in den Gleichungen (Z.6d) und
([Z6d)) vernachlissigt werden, da die durch den Einsteinkoeffizienten gegebene Verlus-
trate klein gegeniiber der durch die Ladungstragerlebensdauern bestimmte Verlustrate
ist (W =13ns"! < 701 ~02ps™! und W < 7,7 ' ~ 0.1ps™!). Dies ist oberhalb
der Schwelle nicht mehr moglich. Damit ergeben sich die stationdren Ladungstra-
gerdichten in den Quantenpunkten in Abhéngigkeit der Ladungstragerdichten in der
Benetzungsschicht zu

Ne,s = TeSén(w&s,wh,s)NQD (7.8a)

Nps = ThSien(we,Sa wh,s)NQD- (78b)
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Die Abhéngigkeit der Ladungstrigerdichten in der Benetzungsschicht von der Strom-
dichte erhélt man durch Einsetzen von (Z.8al) in (7.6G€)

L
We, sWh, s Nw 3

Nwes) = W

(7.9)

Die Gleichungen (Z.8al), (.8D)), (C9) und die Ladungstragererhaltung (7.4]) bestimmen
die Ladungstrigerdichten unterhalb der Schwelle. Da die Einstreuraten S und Si*
unterhalb der Laserschwelle monoton ansteigen (vergleiche Abb. [5.3]), erhohen sich die
Ladungstrigerdichten in den Quantenpunkten mit steigender Stromdichte.

7.2.2. Stationarer Zustand oberhalb der Laserschwelle

Oberhalb der Laserschwelle ist der optische Gewinn auf seinen Schwellwert festge-

klemmt. Aus (Z.6D) und (Z7) ist ersichtlich, dass damit
Awg = ws —wyp, =0 (7.10)

gilt. Ohne Riickkopplung emittiert der Laser also genau auf seiner Schwellwertkreisfre-
quenz wyy,. Die Phase ¢(t) bleibt bei diesem Ansatz zeitlich konstant und ist beliebig
wéhlbar, da sie nicht mit der Differenzialgleichung fiir die Photonendichte (ZIal) ge-
koppelt ist. Um die Photonendichte oberhalb der Laserschwelle in Abhéngigkeit von
der Pumpstromdichte auszudriicken, wird die Gleichung (7)) in (Z.6d) eingefiigt

r n in w
’I’Lph75 == ;{ - ’TL: + Se NQD - W’I’L&snh’s}.

(7.11)
Wenn (7.6¢l) multipliziert mit e in (Z.I1]) eingesetzt wird, ergibt sich folgender Ausdruck
fiir die Photonendichte

s = 2 ()5 — W (e Yo — WV (DY (PR Y ()

Aus ([I2)) ist ersichtlich, dass die spontane Emission in den Quantenpunkten (letzter
Term auf der rechten Seite von in (I2])) oberhalb der Schwelle nicht vernachlassigt
werden darf. Die numerische Integration des Gleichungssystem zeigt, dass die Schwell-
dichte der Locher in der Benetzungsschicht wflh von der Grofenordnung der Zelldichte
ist wi ~ N""/2 (siehe Tabelle [[.Z). Damit sind die beiden letzten Terme auf der rech-
ten Seite von (LI12), die die spontane Emission in der Benetzungsschicht und in den
Quantenpunkten beschreiben, von der gleichen Grofenordnung. Als néchstes werden
die Ladungstriagerdichten in Abhéngigkeit der Pumpstromdichte formuliert. Addition

von (Z.Gel) und (Z.61) liefert

1 (ne,s Np,s

o in in w
0= 277(we,s)] +NWL<W ) - (Se +Sh )) - 2Wwe,swh,s- (7'13)

Te Th

Fiir die in der Ladungserhaltung auftretende Differenz von Elektronen- und Lécher-
dichte in den Quantenpunkten ergibt sich aus (T.6d), (Z.6d) unter Ausnutzung von
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@)

Ne,s — Nhs = N@D <7-eSfizn _ ThS}iLn> - W <Nng’j)> nh,s(Te — Th) (7.14a)
———
<1
K /N
- = (355 ) NP (7. — ). (7.14D)
——
~1.3.10—5

Die Produkte aus Ladungstragerlebensdauern und Einstreuraten lassen sich gut durch
Fermiverteilungen approximieren [LUE0Sc-]
1.0175

TeS M (we, ge) =1 — 7.15a
ere ( e 9e) 1+ exp (weic&_;gﬁ) ( )
) 1
™Sy (we, g.) =1 — —. (7.15b)
’ L+ exp (“fi55)

Dabei ist mit g. = wr/w. das Verhéltnis von Locher- zu Elektronendichte in der Benet-
zungsschicht bezeichnet. Die Ladungstrigerdichten sind in den Approximationsfunk-
tionen in Einheiten von 10! ecm™2 gegeben.

fitg.=3.35 —  ,S,", g.=2.33 v
fitgs =2.33 — .S, ", g, =342

S, 9. =342 © .S, g.=233 -

Abbildung 7.4.: Produkte aus Ladungstrigerlebensdauern 7 ; und Einstreu-
raten Sé"h von Elektronen und Léchern in den Quantenpunkten als Funktion
der Elektronendichte in der Benetzungsschicht w, fiir verschiedene Werte
des g.-Faktors (g = wn/w.). Numerisch errechnete Datenpunkte sind mit
Symbolen gekennzeichnet, die Approximationsfunktionen (ZI5]) mit durch-
gezogenen Linien. Die braun gestrichelte Linie zeigt die numerisch berechnete
we-Dichte an der Laserschwelle fiir den stark gedampften (w'*(I' = 0.0011) =
8.15 - 10%cm™2), die rosa gestrichelte Linie die we-Dichte fiir den oszillato-
rischen Fall (w!*(I' = 0.0015) = 5.0 - 10? cm~?). Parameter fiir numerisch
errechnete Werte wie in Tabelle 5.11

In Abb. [L4]sind die Produkte aus Ladungstragerlebensdauern 7. ; und Einstreuraten
é"h fiir verschiedene Verhéltnisse von wy, zu w, sowie ihre Approximationen durch die



7.2. Fixpunkte der Ratengleichungen ohne Riickkopplung 75

Funktionen (ZI5)) dargestellt. Die numerisch errechneten Elektronendichten in der Be-
netzungsschicht an der Laserschwelle sind fiir den stark geddmpften Fall (I' = 0.0011)
mit einer vertikalen, gestrichelten, braunen Linie und fiir den oszillatorischen Fall
(I' = 0.0015) mit einer gestrichelten rosa Linie gekennzeichnet. Aus den numerischen
Berechnungen ergibt sich, dass 7.9" ~ 1 und ThS}Ln Z 1/2 angenommen werden kann.
Da die Produkte aus Einsteinkoeffizienten W und Ladungstragerlebensdauern 7, j
klein gegeniiber Eins sind (W7, ~2.6-107* << 1 und W7, ~ 1.3-107* << 1), kann
der zweite Term auf der rechten Seite von ((T.I4al) gegeniiber dem Ersten vernachléssigt
werden. Wie wir noch bei der Berechnung der Schwellwertdichten sehen werden, gilt
oberhalb der Schwelle n, s ~ 6- 10* cm™2 und Nps ~ 2 10° cm™2 (siehe Tabelle [1)).
Wegen

ETh ] Nph,s

r

-5 K Nph,s
NQD ~1.3-10 und 7" NaD

~0.75-107° (7.16)

kann auch der dritte Term auf der rechten Seite von (I4al) gegeniiber dem ersten
vernachléssigt werden. Die vereinfachte Gleichung (7.1Zal)

Nes — Npys = NQDP (TeSén — ThS;Ln) (7.17)
in die Ladungserhaltung (Z4]) eingesetzt, liefert eine implizite Gleichung fiir wy,
Wh,s = We,s + NWE (TeSien(we,sa wh,s) - ThS;Ln(we,& wh,s)) . (7'18)

Wird nj, s mit Hilfe der Ladungstrégererhaltung (Z4]) durch ne s, we s und wy, 5 aus-
gedriickt

Nhs = Ne,s + 6(we,s - wh,s) = MNes + NQD (ThS]izn - TESien) (719)

und (1) nach n. s umgestellt, erhalten wir eine Gleichung fiir n. s in Abhéngigkeit
von we s und wy,

Ne,s I’II;’A + N@P — Nh,s (7.20a)
™ ~ QD _ _ _
=" A + N Ne,s — €(We,s — Whs) (7.20b)
1 K : :
_ -y~ QD in in
& nes=3 { Aty (1 + 7,0 g, 80 )} (7.20¢)

Zuletzt kann die Gleichung (7)) noch nach nj s umgestellt werden

K

TTWA

N + N9 —n, (7.21)

um ny, s in Abhéngigkeit von n. s zu erhalten. Nun kénnen tiber die Gleichungen (Z10),

[C12), (C13), (I8), (C20d) und ([C2I) die Dichten des sich bei einer bestimmten

Stromdichte einstellenden stationiren Zustandes oberhalb der Laserschwelle berechnet
werden.
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7.2.3. Dichten an der Laserschwelle

In diesem Abschnitt werden die Schwellwerte der Photonendichte, der Ladungstréger-
und der Stromdichte abgeschétzt. Die Photonen-Stromdichtecharakteristik des Lasers
ist etwa bis zu der dreifachen Schwellstromdichte linear (sieche Abb. [[3). In diesem
Bereich machen sich Auffiillungseffekte der stromfiihrenden Zellen in der Benetzungs-
schicht noch nicht bemerkbar. Der Stromeffizienzfaktor kann nédherungsweise zu Eins
gesetzt werden (n(we) ~ 1). Wird die Gleichung fiir die stationdre Photonendichte
([CI2) betrachtet, liegt es nahe eine normierte Schwellstromdichte tiber

. WL
Jn _ W oo, WN th, th

€0 = NWLwe wy, + mne ny (722)

Jth =

zu definieren. Da sich die Ladungstrigerdichten oberhalb der Laserschwelle nur ge-
ringfiigig verdndern (siehe dazu Abb. [LH)), kann die Photonendichte als linear in der
Stromdichte approximiert werden

nph.s ~ C(T) (W) (7.23)

Mit einer nur von dem optischen Fillfaktor I abhédngigen Konstante

_ Lejiy, D NOPW( 1 b th NWE
O, jun) = e EW{NWL?UE wh' + mnz n}) } (7.24)

Diese stellt eine typische Grofse der Photonendichte in Abhéngigkeit von I' und dem
Schwellstrom j;, dar. Sie wird fiir eine dimensionslose Formulierung des Gleichungs-
systems () bendtigt und geht auf eine Ausarbeitung von Thomas Erneux zuriick.
Ab der Laserschwelle gilt in guter Niherung 7.5 ~ 1 (vergleiche Abb. [T4). Mit
(C8al) wird ersichtlich, dass die Elektronenzustinde in den Quantenpunkten an der
Laserschwelle fast vollstandig besetzt sind:

nh = 7,80 (W WY N@P ~ NOP =4.5.10° cm 2. (7.25)
(siehe auch Abb. [7.5(a)). Uber die Inversionserhaltung (Z7) ldsst sich ebenfalls die
Schwellwertkonzentration der Locher abschétzen

9 2 s
th K oD h K )21-107cm fir I' = 0.0011
nth — 4+ NQD _pth o _ 7.26
h TWA ¢ I'wA {1.5 -10%cm™2  fiir T' = 0.0015. ( )
Mit der aus den Gleichungen (Z.8) gewonnenen Beziehung
nth 1 pth = <765;n + Ths}f)NQD (7.27)

erhiilt man durch Umstellen der Gleichung (7)) einen Ausdruck fiir das Produkt 75,5
an der Schwelle

: K
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Wird diese Beziehung mit der passenden approximierenden Gleichung (ZI5D]) gleich-
gesetzt, kann die Locherdichte an der Laserschwellezu

o K+ 0.0175 - TWANQP
wy," ~ 196 4+ 48.6In < W ANGD — (7.29a)
~ 196 + 48.61 " (7.29b)
~ P Twaned — 4 '
18.9-102 cm=2  fiir ' = 0.0011
= 1 N (7.29¢)
164 - 10" cm™ fur ' = 0.0015

abgeschétzt werden. Wird Gleichung (Z.I4al) in die Ladungserhaltung (7.4]) eingesetzt,
erhilt man mit den Niherungen 7.5 ~ 1 und (Z.28)) eine Nitherung der Elektronen-
dichte in der Benetzungsschicht:

th . th WL K
’U)e ~ wh + N (W — 1) (730&)
~ J189-10%cm™? +2-108¥em ™ (§22 — 1)  fiir I' = 0.0011 (7.30b)
164102 em™? +2-10%em ™2 (20— 1) fiir I = 0.0015 '
8.2-10%cm™?  fiir I' = 0.0011 (7.300)
= .ouUC
52-10"%em™?  fiir I' = 0.0015.

Aus den Schwellwertdichten lasst sich nun die Stromdichte an der Laserschwelle zu

_ 4011.8 Aem=2  fiir T' = 0.0011
Jth = { (7.31)

1932.5 Acm™2  fiir T' = 0.0015

bestimmen. Damit ergibt sich die charakteristische GroRe der Photonendichte C/(T', j;)
zu

o) =

52-10%cm=2  fiir I = 0.0011
(7.32)

7.1-10*cm=2  fiir I = 0.0015.

Die in diesem Abschnitt abgeschitzten Schwellwertgrofien sind in Tabelle [T fiir T' =
0.0011 und I' = 0.0015 zusammengefasst. Die Ladungstriagerlebensdauern wurden iiber
den Zusammenhang 7} = S (w, wit) + S (wth wi") durch lineare Interpolation

aus den Datensétzen fiir die Streuraten gewonnen (vergleiche Abb. [B.3]).

7.2.4. Vergleich mit den numerisch errechneten GréRen

Abb. zeigt numerisch errechnete Gleichgewichts-Ladungstrigerdichten als Funkti-
on der normierten Stromdichten i/j,;, fiir das stark gedampfte (I' = 0.0011) und das
oszillatorische (I' = 0.0015) Regime. Die Berechnungen wurden jeweils mit dem Stro-
meffizienzfaktor (n(w.) = 1—we/Nmax (siche[5.6])) und ohne Stromeffizienzfaktor (n = 1)
durchgefiihrt. Die Stromdichten sind immer auf die Schwellwertdichten der jeweiligen
Konfiguration normiert. Die Laserschwelle ist mit grauen, strich-punktierten Linien
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Bezeichnung || I' = 0.0011 | T = 0.0015 | Einheit

nth 0.45 0.45 10" em ™2
nih 0.21 0.15 1010 cm 2
wt’ 8.2 5.2 102 cm 2
wih 18.9 16.4 10" c¢m ™2

ge = wh/we 2.3 3.2

Jn(n=1) 4011.8 1932.5 Acm 2
! 0.2 0.2 ps !
7',;1 0.1 0.1 ps !
C 5.2 7.1 10* cm 2

Tabelle 7.1.: Analytische Abschidtzungen der Ladungstriger- und Schwell-
stromdichten, der inversen Ladungstrigerlebensdauern sowie anderer cha-
rakteristische Grofsen an der Laserschwelle jeweils fiir den stark geddmpften
(I' = 0.0011) und den oszillatorischen (I = 0.0015) Fall. Berechnet ohne
Stromeffizienzfaktor 7, also 7 = 1. Parameterwerte wie in Tabelle 5.1

Bezeichnung || T' = 0.0011 | T = 0.0015 | Einheit

nih 0.449 0.430 10" cm ™2
n’,;h 0.20 0.16 109 em=—2
wff‘ 8.15 5.00 102 cm—2
wih 19.00 17.1 102 cm 2
Jin(n =1) 3708 2407 Acm ™2
Jen(1) 6140 3190 Acm ™2
Tabelle 7.2.: Numerisch berechnete Schwellwertdichten der Ladungstréger so-

wie die zugehorigen Schwellstromdichten fiir den stark geddmpften (I' =
0.0011) und den oszillatorischen (I' = 0.0015) Fall. Berechnet ohne Stro-
meffizienzfaktor n = 1 Die Schwellwertstromdichten sind zusétzlich mit Stro-
meffizienzfaktor berechnet worden.
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gekennzeichnet. Die Schwellwertdichten der Ladungstriger sowie die dazugehorigen
Schwellstromdichten sind in Tabelle zusammengefasst. Ohne Stromeffizienzfaktor
stimmen sie sowohl fiir I' = 0.0011 als auch fiir I' = 0.0015 sehr gut mit den ana-
lytisch abgeschétzten Schwellstromdichten (vergleiche Tabelle [B.]) iiberein. Bei allen

0.46
r=0.0011 —
I =0.0015 — 0.22 .
r .0011, mitn -
— I =0.0015, mitn - - /
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Abbildung 7.5.: Gleichgewichtsladungstrigerdichten in Abhéngigkeit der
Schwellstromdichte jeweils fiir den stark geddmpften (I' = 0.0011) und den
oszillatorischen Fall (I' = 0.0015) sowie mit Stromeffizienzfaktor (n(w.) =
1 — we/Nmax und ohne (n = 1). Die graue, strich-punktierte Linie markiert
die Laserschwelle. Schwellwertdichten ohne 7: ji;u(I' = 0.0011,n = 1) =
3708 Acem =2, ji; (I = 0.0015,n = 1) = 2.407 Acm~2. Schwellwertdichten
mit 7: j(0 = 0.0011) = 6.141 Acm™2, ju(I' = 0.0015) = 3.190 Acm 2.
Parameterwerte wie in Tabelle 5.1

vier Ladungstragerdichten n., ny, we. erkennt man, dass die Ladungstragerdichten in
dem Fall starker Dampfung (I"' = 0.0011) deutlich hoher sind. Das ldsst sich mit der
geringeren Kopplung zwischen der optischen Feldmode und den Ladungstragerdichten
erkldren. Dadurch stellt sich das Gleichgewicht aus strahlenden und nicht-strahlenden
Streuprozessen fiir hohere Ladungstrigerdichten als in dem oszillatorischen Fall ein.
In dem oszillatorischen Fall verdndern sich die Gleichgewichts-Ladungstriagerdichten
kaum mit ansteigender Stromdichte, wihrend sie in dem stark geddmpften Fall starker
variieren. Dies ist ein weiterer Hinweis darauf, dass die Coulomb-Streuprozesse zwi-
schen der Benetzungsschicht und den Quantenpunkten fiir I' = 0.0011 bedeutender
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sind. In dem oszillatorischen Fall gibt es keinen erkennbaren Unterschied zwischen den
mit und ohne Stromeffizienzfaktor berechneten Gleichgewichts-Ladungstragerdichten.
Es machen sich bei den niedrigeren Ladungstriagerdichten also noch keine Auffiillungs-
effekte der Benetzungsschicht bemerkbar. In Abb. und Abb. ldsst sich
gut die Erhaltung der Gleichgewichts-Ladungstrigerinversion in den Quantenpunkten
() erkennen. Wéhrend die Elektronendichte n. mit ansteigender Stromdichte ab-
fallt, steigt die Locherdichte ny in dem gleichen Mafse an, so dass die Summe beider
Ladungstréigerarten konstant bleibt.

7.3. Stark gedampftes und oszillatorisches
Regime

In diesen Abschnitt wird genauer auf den Einfluss des optischen Fiillfaktors auf die
Ratengleichungen ohne Riickkopplung eingegangen. Dabei wird ein Teil der Ergebnisse
aus [LUEOS| mit dieser Implementierung des Gleichungssystems (Z.1I)) nachvollzogen.
Fiir einen Quantenpunktlaser erwartet man einen kleineren optischen Fiillfaktor als
flir einen Quantengrabenlaser gleicher Bauart, da die Quantenpunkte nicht die gesam-
te Ebene parallel zu der Schichtung ausfiillen (siehe Kapitel [Z4]). Fiir den kleineren
optischen Fiillfaktor I' = 0.0011 zeigt die Laserdiode daher das dynamische Verhalten
eines Quantenpunktlasers [LUEQS|. Abb. [[[6]zeigt die Einschaltdynamik und die Spek-
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Abbildung 7.6.: Relaxationsoszillationen fiir den stark geddmpften (I' =
0.0011) und den oszillatorischen Fall (I' = 0.0015); (a): Zeitserien fiir
' = 0.0011 und ' = 0.0015; (b): Frequenzen der Relaxationsoszillationen:
vro(I' = 0.0011) = 2.1 GHz und vro(I' = 0.0015) = 2.9 GHz. Stromdich-
ten: j = 2.5 - jin(I), jon(D = 0.0011) = 3708 Aem~2, jyu(I' = 0.0015) =
2.407 Acm~? . Andere Parameter wie in Tabelle B.11

traldichten fiir I' = 0.0011 und I' = 0.0015. Der Strompuls wird fiir ¢ = 0 eingeschaltet.
An den Zeitserien sieht man zwei fiir Halbleiterlaser charakteristische Eigenschaften:
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Die Verzogerungszeit, die zu dem Aufbau der Ladungstrigerinversion benotigt wird
und die darauffolgenden Relaxationsoszillationen der Photonendichte um den Wert ih-
res stabilen, stationdren Zustands. Fiir den grofseren optischen Fiillfaktor I' = 0.0015
sind die Relaxationsoszillationen deutlicher ausgepragt, deshalb wird dieser auch als
oszillatorischer Fall bezeichnet. Aufgrund seiner stirker geddmpften Relaxationsoszil-
lationen werden wir die Laserkonfiguration mit I' = 0.0011 als stark gedampften Fall
bezeichnen. Fiir diese Konfiguration beschreibt das Gleichungssystem (ZI]) gut das
Einschaltverhalten eines Quantenpunktlasers [LUEQS], die ausgeprigten Relaxations-
oszillationen fir I' = 0.0015 sind hingegen typisch fiir das Einschaltverhalten eines
Quantentroglasers.

Die Spektren beider Zeitserien in Abb. zeigen, dass die Frequenz der Relaxati-
onsoszillationen fiir den oszillatorischen hoher ist als fiir den stark geddmpften Fall
(vro(I' = 0.0011) = 2.1 GHz versus vpo(I' = 0.0015) = 2.9 GHz ). Dies ist ein weite-
rer Vorteil von Quantenpunktlasern, denn die Frequenz der Relaxationsoszillationen
limitiert die maximale Modulationsfrequenz eines direktmodulierten Lasers [BIM99].
An dieser Stelle ist zu erwidhnen, dass die Frequenz der Relaxationsoszillationen in
dem stark geddmpften Fall nicht mehr mit den in [LUEOS| publizierten und damit
nicht mehr mit den fiir diese Laserstruktur experimentell gemessenen [KUNO5c| Wer-
ten iibereinstimmt. Dies liegt daran, dass im Gegensatz zu [LUEQS]| die gesamte Ver-
lustrate k anstelle von 2k in die Bewegungsgleichung fiir die Photonendichte (5.2al)
eingeht, da die experimentell gemessene Verlustrate x = 0.12ps~! bereits auf die In-
tensitdt I oc nyy, bezogen ist. Dadurch verschieben sich die optischen Fiillfaktoren, die
das stark geddmpfte und das oszillatorische Regime représentieren hin zu niedrigeren
Werten. Da die Dynamik des Ratengleichungssystems (5.2]) unverdndert bleibt, solan-
ge das Produkt aus optischen Fiillfaktor I und Quantenpunktdichte NP konstant
gelassen wird [LUEOS], wurde die Quantenpunktdichte von N@P = 1.10'9 cm? auf
N®@P =0.45-10'9 cm? verringert. Leider verkleinern sich damit die Frequenzen der Re-
laxationsoszillationen um ca. 800 MHz . Dies miisste in Folgearbeiten durch Anpassung
der anderen Parameter (innerhalb der experimentell festgelegten Grenzen) korrigiert
werden. So konnten zum Beispiel die internen Verluste iy = 220m~! vergrofert
werden. Insgesamt sind die Auswirkungen auf das Gleichungssystem ohne Riickkopp-
lung gering. Mit Riickkopplung wird jedoch in der Bewegungsgleichung fiir die Phase
(6.11D)) der Term, der proportional zu dem a-Faktor ist, gegeniiber dem Term propor-
tional zu der Riickkopplungstidrke K. vergrofert. Dies lasst die Phasendynamik und
iiber die Phasen-Amplitudenkopplung auch die Amplitudendynamik sensibler auf An-
derungen des a-Faktors reagieren. In Abb. [[.7] sind die Projektionen der Trajektorie
wihrend der Anschaltdynamik auf die (ne,np;,)-Ebene (Abb. [LTI) und die (nj,npm)-
Ebene (Abb. [LTII) fiir verschiedene optische Fiillfaktoren zwischen I' = 0.0011 und
I' =0.0015 dargestellt.

Wir wollen zuerst auf den Urspung der ,gewthnlichen”, schwach geddmpften Rela-
xationsoszillationen in Halbleiterlasern eingehen. Bei diesen zeigt die Photonendichte
sowohl in der Projektion auf die (n¢,n,n)-Ebene als auch in der Projektion auf die
(nh,npn)-Ebene eine spiralformige Bewegung entgegen des Uhrzeigersinn, die sich auf
den Fixpunkt, einen stabilen Fokus, zubewegt. Ein derartiges Verhalten zeigt unser
Modell fiir optische Fiillfaktoren T' > 14 (siehe Abb. [L7I(c) und (d) fiir die Dynamik
in der (ne,n,p)-Ebene sowie Abb. [L711(g) und (h) fiir die Dynamik in der (np,npp)-
Ebene). Die Dynamik von Elektronen und Lochern ist gekoppelt. Das sieht man be-
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Abbildung 7.7.: Projektionen der Trajektorie auf die (ne,npp)-Ebene [l und
die (np,npn)-Ebene [ fiir optische Fiillfaktoren zwischen I' = 0.0011 und
I' = 0.0015. Stromdichten: j = 2.5 - jyu,(T') (jn (T = 0.0011) = 3708 Acm ™2
Jin(T = 0.0015) = 2.407 Acm~?). Sonstige Parameter wie in Tabelle 511
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Abbildung 7.8.: Projektionen der Einschaltdynamik auf die (ne,n;)-Ebene
fir das stark geddmpfte (I' = 0.0011) und das oszillatorische Regime
(I' = 0.0015). Schwellstromdichten: j = 2.5 - jy,(I') (jun(I' = 0.0011) =
3708 Acm =2, j;,(I' = 0.0015) = 2.407 Acm~?; Sonstige Parameter wie in
Tabelle B.11

sonders gut, wenn die Einschaltdynamik in der (ne,n;)-Ebene betrachtet wird (siehe
Abb. [[F). Aufgrund der Kopplung wird in Modellen fiir Quantengrabenhalbleiterla-
ser meistens nur eine Gleichung fiir die Inversionsdichte n(t) = ne(t) + ny(t) — NV2!
betrachtet (sieche Abschnitt B3] und damit fiir beide Ladungstrégerarten die gleiche
Dynamik angenommen.

Die Relaxationsoszillationen kommen durch ein Wechselspiel der beiden gekoppelten
Teilsysteme des Gleichungssystems ([I]), der Photonendichte auf der einen und den
Ladungstrigerdichten auf der anderen Seite, zu Stande. Ladungstréger werden in die
Benetzungsschicht injeziert und streuen von dort in die Quantenpunkte ein, deren La-
dungstragerdichten sich erhohen. Dies fiihrt zu einem Aufbau der Ladungstragerinver-
sion n(t), was die induzierte Emission R;,q und die spontane Emission R, verstérkt.
Dadurch steigt die Photonendichte n,;, an. Durch die strahlende Rekombination der
Ladungstriger und aufgrund der durch das Pauli-Prinzip bei hohen Dichten verringer-
ten Einstreuraten (siehe (5.7)) werden die Ladungstrégerdichten in den Quantenpunk-
ten wieder verringert, was sich in einer fallenden Photonendichte ausdriickt. Durch die
dadurch ermoglichte verstarkte Einstreuung von Ladungstragern beginnt der Mecha-
nismus von neuem. Durch die exponentielle Démpfung der Relaxationsoszillationen
bewegt sich das System auf seinen Gleichgewichtszustand zu.

Fiir den stark geddmpften Fall (I' = 0.0011) entkoppelt die Dynamik von Elektronen
und Lochern in den Quantenpunkten. Dies wird in den Ladungstriager-Photonendichte-
Projektionen dadurch ersichtlich, die die Trajektorie in der (n,u,n;)-Ebene weiter-
hin eine Rotation entgegen des Uhrzeigersinn vollfithrt, wiahrend die Rotation in der
(nph,ne)-Ebene nun im Uhrzeigersinn verlduft (vergleiche Abb. [L7II(e) und Abb.
[[7T1(a)). Diese Entkopplung der Dynamik von Elektron- und Locherdichten in den
Quantenpunkten ist auch gut in der (n.,n;)-Ebene zu erkennen (siehe Abb. [T]).
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In dem einen Quantenpunktlaser beschreibenden Fall I' = 0.0011 ist es also wich-
tig, eine eigenstédndige Dynamik fiir Elektronen und Locher anzunehmen [LUEQ09a].
Den Grund fiir die stark geddmpfte Dynamik erkennt man, wenn man die Gleich-
gewichtsladungstrigerdichten fiir I' = 0.0011 und T' = 0.0015 in Abb. [L.7](a) und
Abb. [L7I(d) fiir die Elektronen sowie Abb. [ 71Il(e) und Abb. [L7II(h) fiir die Locher
miteinander vergleicht. Sie sind fiir den stark geddmpften Fall wesentlich hoher. Dies
sieht man auch gut in Abb. und Abb. Fiir die Ladungstrager in den
Quantenpunkten stehen strahlende Streuprozesse (induzierte und spontane Emission)
mit nicht stahlenden Streuprozessen (Coulomb-Streuung) im Wettstreit. Welche Art
von Prozessen iiberwiegt, héingt von der Kopplungsstéirke zwischen den Ladungstra-
gern in den Quantenpunkten und dem elektrischen Feld in der Kavitédt ab, die durch
den I'-Faktor beschrieben wird. Fiir den groferen I'-Faktor (I' = 0.0015) iiberwie-
gen strahlende Uberginge. Dadurch werden die Quantenpunktniveaus der Elektronen
standig entleert, was wieder zu stirkerer Einstreuung fiithrt. Dies bewirkt eine stéarkere
Modulation der Ladungstragerdichten in den Quantenpunkten wahrend des Einschalt-
vorganges als fiir die kleinere Kopplungsstérke I' = 0.0011. Uber die Ladungstrigerin-
version n(t) fihrt dies zu einer stérkeren Schwankung der optischen Verstérkungsrate
Gopt(t) = FWA n(t) und damit zu einer stérkeren Modulation der Photonendichte 7,y
Es zeigen smh ausgepragte Relaxationsoszillationen.

Fiir den kleinen I'-Faktor (I" = 0.0011) iiberwiegt die Coulomb-Streuung. Das be-
trachtete Energieniveau der Elektronen in den Quantenpunkten bleibt fast vollstdndig
aufgefiillt. Dadurch sind insgesamt die Wechselwirkungen zwischen Ladungstrigern
und elektrischen Feld geringer. Der optische Gewinn G,y (t) variiert weniger. Dies
fithrt zu stark geddmpften Relaxationsoszillationen [LUEQ09a)]. Der hohe Fiillgrad der
Elektronenzustéinde in den Quantenpunkten léasst sich bis auf die Einstreuraten der
Elektronen S zuriickverfolgen. So liegt der Gleichgewichtszustand der Elektronen-
dichte in der Benetzungsschicht w,  fiir I' = 0.0015 genau an dem Maxima der Ein-
streurate (vergleiche Abb. [5.3(a)]), wihrend er fiir das kleinere I' = 0.0011 zu einer
hoheren Elektronendichte und damit zu abfallenden Einstreuraten hin verschoben ist.
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8. Laserdynamik mit
Rickkopplung

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, ist es sowohl wissenschaftlich als auch tech-
nologisch interessant, den Einfluss von optischer Riickkopplung durch einen externen
Spiegel auf eine Laserdiode zu studieren. Experimentelle und theoretische Untersu-
chungen anderer Arbeitsgruppen weisen darauf hin, dass die geringere Sensitivitét
von Quantenpunktlasern beziiglich optischer Riickkopplung auf zwei Mechanismen
zuriickzufiihren ist: zum einen auf deren im Vergleich zu Quantengrabenlasern gerin-
gere Phasen-Amplitudenkopplung und zum anderen auf die im Vergleich zu Quanten-
grabenlasern geringeren Kopplung der Ladungstriagerdichten in den Quantenpunkten
mit dem elektrischen Feld in der Kavitéit. Geringe Phasen-Amplitudenkopplung wird
durch kleine a-Faktoren ausgedriickt. Ein kleiner optischer Fillfaktor I' bewirkt eine
schwiichere Kopplung von den Ladungstriagerdichten in der aktiven Schicht und dem
elektrischen Feld und damit stérker geddmpfte Relaxationsoszillationen (vergleiche

Abschnitt [73).

Im Folgenden werden wir kurz auf wichtige Resultate anderer Gruppen eingehen. In ei-
ner theoretischen Arbeit von O’Brien, Huyet et al. [OBRO4, [HUY04] zeigt sich, dass ei-
ne stirkere Ddmpfung der Relaxationsoszillationen die Stabilitét der Laserdiode unter
Riickkopplung erhoht. Dabei arbeiten die Autoren mit einem erweiterten LK-Modell,
das aus drei Bewegungsgleichungen besteht: Je eine fiir die komplexe Feldamplitude,
die Besetzungwahrscheinlichkeit der Quantenpunkte und fiir die Ladungstriagerdichte
in der Benetzungsschicht. Es wird im Gegensatz zu dem in dieser Arbeit betrachteten
Modell also keine unterschiedliche Dynamik fiir Elektronen und Locher angenommen.
Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass nicht die Einschrankung eines konstanten
a-Faktors gemacht wird, sondern die Ladungstragerabhangigkeit des Brechungsindex
und des Gewinns getrennt voneinander betrachtet werden. Die Abhéngigkeit der Riick-
kopplungssensitivitdt von der Laserlinge wurde in [CAR05] untersucht. Dabei stellte
sich heraus, dass ldngere Laserdioden empfindlicher auf optische Riickkopplung rea-
gieren. Dies wurde den groferen a-Faktoren und schwécher geddmpften Relaxations-
oszillationen ldngerer Laserdioden zugeschrieben. In einer experimentellen Studie von
Carroll et al. [CARO6a] werden die Instabilititen von Quantenpunklasern mit Riick-
kopplung in Abhéngigkeit der Riickkopplungsstéarke in einem Temperaturbereich von
20°C bis 50°C untersucht. Dabei wird mit zunehmender Riickkopplungsstérke ein
stufenweiser Ubergang von stabiler zu chaotischer Laseremission beobachtet. Es wer-
den unregelméfige Intensitdtsschwankungen mit Abstédnden im Millisekunden-Bereich
festgestellt, die mit zunehmender Riickkopplungsstérke regelméfsiger werden und in pe-
riodische Pulspakete tibergehen. Bei weiter ansteigender Riickkopplungsstéarke wird die
Laseremission schliefslich chaotisch. Dabei zeigen sich auf dem Weg in das Chaos hohe-
re Harmonische der Umlauffrequenz der externen Kavitédt in dem Frequenzspektrum.
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Geméf der Aussage der Autoren sind auf dem Weg in das Chaos mehr Zwischenstu-
fen beobachtbar als bei vergleichbaren Experimenten mit Quantengrabenlasern. Dies
begriinden sie durch den geringeren a-Faktor und die stérkere Dampfung der Relaxa-
tionsoszillationen. Gleichzeitig stellen sie fest, dass der a-Faktor mit der Temperatur
ansteigt. In Ubereinstimmung mit den vorher erwéhnten Arbeiten zeigt sich, dass der
Laser bei hoheren Temperaturen schneller instabil wird. Heil et al. HEIO3a]
untersuchten in ihren Arbeiten einen Zweisektions-Quantengrabenlaser mit einer kur-
zen externen Kavitdt sowohl experimentell als auch theoretisch. Auf die von ihnen be-
schriebenen Bifurkationsszenarien der Photonendichte in Abhéngigkeit der Riickopp-
lungsstérke und der Phase des riickgekoppelten Lichts werden wir im Vergleich mit
den Ergebnissen dieser Arbeit noch genauer eingehen.

Das in dieser Arbeit verwendete Modell ist gut geeignet, den Einfluss der Phasen-
Amplitudenkopplung und die Dadmpfung der Relaxationsoszillationen auf die Stabilitit
der Laseremission zu beobachten, da der a-Faktor und optische Fiillfaktor I" separat
variiert werden konnen.

In Abschnitt werden zunéchst die Fixpunkte des Gleichungssystems mit Riick-
kopplung bestimmt. Anschlieffend wird in Abschnitt auf die Bifurkationen, die
die Laserdiode in Abhéngigkeit der Riickkopplungsstéarke durchlduft, eingegangen. In
Abschnitt betrachten wir den Einfluss des a-Faktors und des optischen Fiillfak-
tors I' auf das Bifurkationsszenario aus Kapitel Schliefslich wird in Abschnitt
noch die Stabilitdt der Laseremission in Abhéngigkeit von der Phase, mit der das an
dem externen Spiegel reflektierte Licht wieder in die Laserdiode eingekoppelt wird,
untersucht.

8.1. Fixpunkte des Gleichungssystems mit
Riickkopplung

Fiir die Analyse der Fixpunkte des Gleichungssystems mit Riickkopplung (6.11)) wird
der Stromeffizienzfaktor gleich Eins gesetzt (n = 1). Desweiteren wird wieder das
Produkt aus Einsteinkoeffizienten und dem Koeffizienten der spontanen Emission ver-
nachléssigt (GW = 0). Damit ist unterhalb der Laserschwelle eine ,triviale* Losung des
Gleichungssystems mit £ = 0 und den in Abschnitt [[.2.T] errechneten Ladungstrager-
dichten stabil. Die Laserschwelle ist durch einen Stabilitdtswechsel dieser Losung ge-
kennzeichnet. Grundlosungen des Gleichungssystems oberhalb der Laserschwelle sind
die sogenannten externen Resonatormoden, die Losungen des gekoppelten Systems aus
interner und externen Kavitéit darstellen. Sie zeichnen sich durch konstante Photonen-
und Ladungstrigerdichten sowie einer Phase, die linear in der Zeit ist, aus

(E(t),ne(t),nh(t),we(t),wh(t)) = (\/ ]\[ph,s6 ZAWStane,Sanh,sawe,Sawh,s) . (8'1)

Dabei ist Aws = ws —wyy, die durch die Riickkopplung bewirkte Frequenzverschiebung.
Bei den externen Resonatormoden handelt sich also im Phasenraum betrachtet um
kreisformige periodische Orbits der Periode 27/Aw,. In einer Hyperebene, aufgespannt
durch die Photonendichte und die Ladungstrégerdichten sind diese Losungen nur ein-
zelne Punkte. Deshalb werden sie in der Literatur oft als Fixpunkte bezeichnet. Fiir
kleine Riickkopplungsstérken existiert nur eine externe Resonatormode. Oberhalb ei-
ner kritischen Riickkopplungsstérke, werden in Sattel-Knoten-Bifurkationen paarweise
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neue Losungen erzeugt [ROT05]. Von diesen ist die Mode mit der optimalen konstruk-
tiven Interferenz zwischen dem Licht der internen und der externen Kavitét stabil. Da
diese Mode am néchsten an dem Maximum der optischen Verstérkung gop(w) liegt,
wird sie auch als mazimale Gewinn-Mode bezeichnet [HEIO3a]. Mit dem Ansatz der
externen Resonatormoden nimmt das Gleichungssystem (G.I1]) folgende Form an:

0= {I‘WA(ne,s +nps — NQD) — ﬁ}np;hs
+ 2Recnph,s cO0s(AwsTee + ) (8.2a)

o .
Aw, = E{I’WA(ne,s +nps— NQD) — /-{} — Ree sin(AwsTe. + ©) (8.2b)
0——%—{—SinNQD—WA(n +nps — N9P)n —ﬂn n (8.2c)
= T e e,s h,s ph,s NQD e,sTlh,s -2C
0= _778 + SIENOP W A(nes +nps — NPy, o — ~GpTesths  (8.2d)
~ n NWL in
0= 77(w678)j (t) + == NQD — Se NWE - NWL We,sWh,s (8-26)
[
. n NWL )
0= n(we,s)] (t) + 7{25 W _ SanWL _ Ww&swms. (82f)
Dabei wurde noch die Verlustrate der externen Kavitat
KGC 1 RGC
Ree = — = —(1—-R 8.3
T Tin Tm( 2) Ry (8:3)

eingefiihrt. Die hier gewéhlte Formulierung betont, dass die Phase © = wy, T, mit der
das Licht in die interne Kavitat zuriickgekoppelt wird, als eigenstdndige dynamische
Variable betrachtet werden kann. Dies ist gerechtfertigt, da die Phase durch Verénde-
rung der Linge der externen Kavitdt im Wellenldngenbereich (A = 1.3 um ) beliebig
eingestellt werden kann, wihrend der Einfluss der Langenédnderung auf die Umlaufzeit
in der externen Kavitit .. = 2//c vernachldssigbar ist. Die Giiltigkeit dieser Annah-
me ist experimentell in [HEIO3a] bestétigt worden. Auch im Rahmen dieser Arbeit
durchgefiithrte Simulationen zeigen, dass diese Annahme mit dem betrachteten Modell
vereinbar ist. In integrierten Strukturen kann die Phase des riickgekoppelten Lichts ©
iiber einen schwachen Strom in der passiven Sektion reguliert werden. Die numerische
Integration des Gleichungssystem (G.I1)) zeigt, dass im Bereich kurzer externer Kavi-
taten von einigen Zentimetern Lénge, die Stabilitdt der Laseremission von © abhéngig
ist. Dies ist auch experimentell und numerisch in [HEIOIa] fiir einen Quantengraben-
laser mit kurzer externer Kavitéit festgestellt worden. Bei langeren Kavitéiten ist die
Stabilitdt der Laseremission unabhéngig von der Phase des riickgekoppelten Lichts
[KANO5]. Deshalb wird in vielen Veroffentlichungen fiir das Argument der trigonome-
trischen Funktionen ¢ in (8.2a]) und (R.2b) die Formulierung

£ i= AwgTee + O = WeTee

gewéhlt [TKAS6| [SCHS8]|. Oberhalb der Laserschwelle (n,, # 0) erhilt man durch
Umstellen der Gleichung fiir die Photonendichte (82al) eine Formel fiir die riickkopp-
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lungsinduzierte Gewinnabweichung

I''mA K
Nph,s 70 = Gopt — Goptth = 5 (Me,s + Mh,s — NOP) — 2 (8.4)
=—Ree COS(AwsTec + @)

Bei giinstiger Wahl der Phase © des riickgekoppelten Lichts oder der Lénge der exter-
nen Kavitit [ kann also eine Erniedrigung der Laserschwelle gegeniiber der Laserdiode
ohne Riickkopplung erreicht werden. Deshalb wird in experimentellen Veroffentlichun-
gen oft die Reduktion der optischen Verstirkung (Gewinnreduktion) zur Charakte-
risierung der Riickkopplung verwendet. Wird (84) in (82h) eingesetzt, erhilt man
eine transzendente Bestimmungsgleichung fiir die méglichen Frequenzen der externen
Resonatormoden

Awg = —Ree <a cos(AwsTee + O) + sin(AwsTee + @)> (8.5)

Auf diese werden wir spéter in diesem Abschnitt genauer eingehen. Als nachstes wird
die Photonendichte in Abhéingigkeit der Stromdichte und der Ladungstrigerdichten
formuliert. Einsetzen von (84) in (82d) liefert analog zu dem Fall ohne Riickkopplung

r Ne.s . D w
= _ fea 4 ginnQD 4 JREX

Ttph.s R — 2Rec COS(A(USTec + @) { Te + c + N@D Te,sTh,s ( )
Die Stromdichteabhéngigkeit der Photonendichte wird deutlich, wenn (82d) in (8.0)
eingesetzt wird

Te
Ttph,s = Kk — 2Rec cOS(AwsTee + @)‘
- w NWLyy
. {] — Wwe’SWh’s — Wne7snh7s} (87&)

-~ Teju, {3 — Jin } (8.7b)

K — 2Ree co8(AwsTee +O) | jin

Bei dem Ubergang von ([87a) zu (87H) wurde angenommen, dass auch mit Riick-
kopplung die Ladungstrigerdichten nicht wesentlich von ihren Schwellwerten ohne
Riickkopplung abweichen. Dies sollte bei schwacher Riickkopplung gewéhrleistet sein.
Gleichung (8.7D)) ist die Darstellung einer Ellipse in Polarkoordinaten. Dabei bildet
die Photonendichte den Radius der Ellipse und der Winkel ist durch £ := AwgTec + ©
gegeben. Fiir festes ©, 7., und j sind Photonendichten mit nach Gleichung R zu-
ldssigen Frequenzverschiebungen Aws Punkte auf der Ellipse. Die Annahme, dass die
Ladungstrigerdichten in guter Néaherung auf ihre Schwellwerte gesetzt werden kénnen,
wird durch die im Folgenden berechneten Ndherungen fiir die Ladungstragerdichten
nachtréglich gerechtfertigt. Deren Berechnung erfolgt analog zum Fall ohne Riickkopp-
lung in Abschnitt Fiir explizite Rechnungen werden im Folgenden die Parameter
aus den Tabellen und [ verwendet. Dabei wird fiir die maximale Verlustrate der
externen Kavitdat R2* ( siehe ([83)) die Reflektivitéit des externen Spiegels R.. = 1
gesetzt. Die damit erreichte Riickkopplungsstiarke K. = 1.2 liegt deutlich aufterhalb
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des Giiltigkeitsbereichs des LK-Modells (K.. < 0.3). Die durch die Riickkopplung
bewirkten Modifikationen der Ladungstragerdichten sind proportional zu R... Daher
ist der Einfluss der Riickkopplung auf die Ladungstrigerdichten innerhalb des Giil-
tigkeitsbereichs des LK-Modells deutlich geringer als seine im Folgenden berechneten
oberen Grenzen.

‘ Grofse ‘ Bezeichnung ‘ Zahlenwert
Léange des Lasers L 1mm
Léange der ext. Kavitét [ 25 mm
Optischer Fiillfaktor r 0.0011
Umlaufzeit in int. Kavitét Tin 24 ps
Umlaufzeit in ext. Kavitat Toe 160 ps
Reflektivitat des ext. Spiegels R.. 1
Ladungstragerlebensdauern Tes Th ops, 10ps
Max. Verlustrate der ext. Kavitat Ro 0.05ps™?
Photonendichte Nph,s 7.1-10*cm—?

Tabelle 8.1.: In den expliziten Rechnungen des Abschnittes verwendete

Parameterwerte.

Aus der Gleichung fiir die Gewinnabweichung (8.4) erhélt man die Locherdichte in
den Quantenpunkten in Abhéngigkeit der Frequenzverschiebung Aws, der Riickkopp-
lungsphase © und der Quantenpunkt-Elektronendichte n. s zu

2R K
— _ ec ; v QD
nh,s(Aws, ©, ¢ ) WA cos(AwsTee + O) + WA + N Ne,s (8.8a)
~ = ”A +NOP — . (8.8b)

Ein Vergleich des durch die Riickkopplung verursachten Terms von (8.8a)) mit dem
nachfolgenden Term liefert

IR gRmax  gRmax\ . K
¢ os(€)| < See ec ). ~08 (—) =0.8-2.3-10°cm 2.
A O] = Ty ( ’ ) rwa =08 (FWA) 0.8-2.3-10%cm

In erster Ndherung kann bei kleinen Riickkopplungsstérken der Einfluss der Riickkopp-
lung auf die Locher vernachlissigt werden. Fiir die Differenz der Ladungstrigerdichten
in den Quantenpunkten ergibt sich mit ([82d), (82d)) und der Gleichung fiir die Ge-
winnabweichung (8.4):

Nes — Nps = NP (1.8 — 7,9) — (70 — ) (8.92)
: { (ﬁg’j})nh,sW + <% - 27;“ cos(Aw,Tec + 9))n,,h78} (8.9b)
~ N@D <785;n - Ths}f). (8.9¢)

Die ersten beiden Terme in geschweiften Klammern von (8.9h]) wurden bereits in (.I6)
als vernachléssigbar angesehen. Der den Effekt der Riickkopplung beschreibende letzte
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Term von (8.9D) ist ebenfalls vernachlissigbar klein gegeniiber dem dominierenden
Term 7.S5"NOP ~ NQP | denn es gilt

2Rec

Tthph7s cos(§)| <

max
2Rec < np]% s

QD -2 QD __ QD
< NQD)N ~ 0.18-(7.1-10"2)N?P = 0.012.N

Da nj, s bereits in Abhéngigkeit von n. s ausgedriickt wurde, liefert Gleichung (8.9a)) ei-
ne implizite Bestimmungsgleichung fiir n. , in Abhangigkeit der Ladungstréagerdichten
in der Benetzungsschicht sowie Awg und ©

ne,s(Aw& 67 We,s, wh,s) = nh,s(ne,& Aw87 @) + NQD (TeSien - ThS}zn)

— (re =) { (%)nh,sW (8.10)
+ <% — % cos(AwsTee + @)>nph,s}-

Uber die Ladungserhaltung (Z4]) kann nun eine implizite Bestimmungsgleichung von
wp,s in Abhédngigkeit von we s, Aws und © formuliert werden

NWL
wh,s(we,Sa AWSa @) = We,s — W(ne,s - nh,s)
. . NWL
= We,s + NWL (TeSén _ ThSllln) + (7e — Th)w. (8.11a)
n Kk 2R
. {—NeQi) npsW + (f - Tec cos(AwsTee + @))nph,s}
~ we,sNWL (TeSien - ThS;Ln)- (811b)

Es fehlt noch ein Ausdruck fiir die Elektronendichte in der Benetzungsschicht w s in
Abhéngigkeit der Pumpstromdichte j. Da alle anderen Ladungstragerdichten bereits
in Abhéngigkeit von we s formuliert wurden, liefert Addition von (82¢) und (8.21)

- 1 /n n ; - W
: WL : h,
0=2j+N (NQD( T+ Ths)—(5;“+s;{l)> — 25T

We, sWh,s- (8.12)

Zusammenfassend konnen mit Hilfe der Gleichungen (8.3)), (87al), (B8al), (BI0), (81Tal)
und (8I2) die stationdren Zusténde des Gleichungssystems mit Riickkopplung errech-
net werden.

Abschliefsend sei noch erwahnt, dass die Wirkung der optischen Riickkopplung auf
die Ladungstragerdichten mit den gendherten Beziehungen nicht verstanden werden
konnen, da gerade der Einfluss der Riickkopplung auf die Ladungstriagerdichten ver-
nachléssigt wird. Ob die Ndherungen zur Bestimmung der Stabilitdt der einzelnen
Moden geniigen, muss noch naher untersucht werden.

8.1.1. Bedingung fiir die Existenz mehrerer
Resonatormoden

In diesem Abschnitt wird ndher auf die transzendente Gleichung fiir die Frequenzver-
schiebung Awg der Laserdiode mit Riickkopplung zu ihrer Schwellwertfrequenz (8.3])
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V- vy [GHZ]

V- vy [GHZ]

Abbildung 8.1.: Mogliche Frequenzverschiebungen in Abhéngigkeit der Riick-
kopplungsstiarke K.. (Losungen der Gleichung (&3])) fir o =0 und
sowie @ =1 (|(¢){und jeweils fiir gleichphasige (O = 0) und gegenphasige
Wiedereinkopplung (© = 7) des Lichts in die Laserdiode. Parameter wie in
den Tabellen B1] und 11
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eingegangen. Aus ihr lassen sich bei fester Riickkopplungsstéirke K., Phase des riick-
gekoppelten Lichts © und Umlaufzeit in der externen Kavitét 7.. die moglichen Fre-
quenzverschiebungen errechnen. Abb. zeigt numerische Losungen der Gleichung
[BX) fiir verschiedene Werte von « und ©. Losungen werden, wie in dem gewdhn-
lichen LK-Modell in [ROTO05] [ALS96], in Sattel-Knoten-Bifurkationen erzeugt. Der
Bifurkationsparameter ist dabei K,.. Daher treten neue Lésungen immer paarweise
auf. Die stabilen Knoten-Losungen werden als Moden, die instabilen Sattel-Losungen
als Antimoden bezeichnet [TAR9S)].

Gleichung (83]) kann noch in eine anschaulichere Form gebracht werden:

Keﬁ‘ [0 1 .
Awg = — <7 coS(AwgTee + O) + ——sin(AwsTee + © ) 8.13a
e YTz AT ) (545
K
— — =M Gin(AwsTee + © + arctan(a)). (8.13b)
Tec

In Gleichung (8I3al) wurde eine effektive Riickkopplungsstérke

Kot = ReereeV/1+ 02 = Koo m\/1+ 02 (8.14)
m
eingefiihrt und zu der Herleitung von (8.I3D) ein Additionstheorem und die trigono-
metrischen Beziehungen

in (arctan(z)) = —— d cos (arctan(s)) = ——
sin (arctan(z)) = ——— un cos (arctan(z)) = ———
V1+a? V1+a?
verwendet. Nun sieht man, dass Losungen der Gleichung (BI3L) Schnittpunkte der
Graphen der Funktionen

K
fAws) = — off sin(AwgTee + © + arctan(«)) und 9(Awg) = Aws

Tec

sind. Die Sinusfunktion f hat die Amplitude Kesi/r... Fiir kleine effektive Riickkopp-
lungsstérken hat sie nur einen Schnittpunkt mit der Winkelhalbierenden g. Der Zwei-
Sektionslaser emittiert auf einer Frequenz, die leicht je nach Riickkopplungsphase ©
positiv oder negativ gegeniiber der Frequenz der Laserdiode ohne Riickkopplung ver-
schoben ist (vergleiche Abb. [R]). Bei hoheren Riickkopplungsstirken kommen weitere
Schnittpunkte der beiden Funktionsgraphen hinzu. Dies ist in Abb. dargestellt.
Dabei werden neue Losungen paarweise erzeugt. Da neue Schnittpunkte abwechselnd
in dem ersten (f > 0) und dem dritten Quadranten f < 0 auftreten, sind die Fre-
quenzen der neuen Losungen abwechselnd positiv und negativ zu der Frequenz der
solitdren Laserdiode verschoben. In Abb. fallt die Erzeugung zweier Moden-
Antimoden-Paare auf den gleichen Wert der Riickkopplungsstéirke K., da f fiir © =0
und o = 0 einen unverschobenen Sinus darstellt. Eine notwendige Bedingung fiir die
Sattel-Knoten-Bifurkation ist, dass die Ableitungen von f und g tibereinstimmen

df dg

d(Aws)  d(Aws)
Differenzieren von (8.I3D)) liefert

cos(AwsTee + © + arctan(a)) = — . (8.15)
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Abbildung 8.2.: Graphische Losung der transzendenten Gleichung (8.13D)) fiir
verschiedene effektive Riickkopplungsstiarken K.g. Die Frequenzverschiebung
ist im Gegensatz zum Text mit w anstelle von Awg bezeichnet. In Abbildung
(a) wird ein Losungspaar mit f < 0 erzeugt, in (c¢) ein Losungspaar mit
f > 0und (b) stellt eine generische Situation dar. Abbildung entnommen aus

[ROT05].

Daran erkennt man die Bedeutung der effektiven Riickkopplungsstirke Keog. Glei-
chung (RBIH) hat nur Losungen fir Keg > 1. Fiir Kog < 1 existiert immer nur eine
Losung der transzendenten Gleichung fiir die Frequenzverschiebung (8.I3D). Dies ist
die externe Resonatormode, die aus der Losung der solitdren Laserdiode entsteht. Um
Verwirrungen zu vermeiden, soll noch darauf hingewiesen werden, dass die moglichen
Frequenzverschiebungen Aw; der externen Resonatormoden nicht den Frequenzen der
zeitlichen Modulation der Photonendichte nyp(t) entsprechen, die in Kapitel be-
handelt werden. Die Frequenzverschiebungen Aw; der externen Resonatormoden be-
schreiben die Abweichung der Frequenz des gesamten elektrischen Feldes (in der Form
einer rotierenden Welle E = / NPh’se*i(A“’S“’th)t) von der Schwellwertfrequenz der
solitdren Laserdiode wyy,. Die Spektren der Photonendichte in Kapitel zeigen hin-
gegen die Oszillationsfrequenzen der Photonendichte n,u(t) = 1€®)?/4, die in dem
Ansatz externer Resonatormoden konstant ist.

8.1.2. Der Unterschied langer und kurzer externer
Kavitaten

Ein wichtiger Unterschied zwischen langen und kurzen Kavitéten ist, dass bei letzteren
die Laserdynamik stark abhéngig von der Phase des riickgekoppelten Lichts © ist
[FEI03a].

Beziiglich der externen Resonatormoden zeichnen sich kurze Kavitdten dadurch aus,
dass auch bei hoheren Riickkopplungsstiarken nur wenige externe Resonatormoden
existieren. Dies sieht man am besten an der transzendenten Gleichungen (8X]), durch
die die moglichen Frequenzverschiebungen zu wy, bestimmt werden. Leicht umgestellt
ergibt diese

AwsTee = — Keog sin <Aws7'ec + 0+ arctan(a)). (8.16)

Betrachten wir die dimensionslose Variable Aw,Te., so sind Losungen von (816 Schnitt-
punkte der Winkelhalbierenden mit einer verschobenen Sinusfunktion. Diese hat die
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effektive Riickkopplungsstirke Keg = Keo(7ec/in)V'1 + o2 als Amplitude. Je grofer die
Amplitude der Sinusfunktion ist, desto mehr Schnittpunkte mit der Winkelhalbieren-
den existieren (siehe Abb. B2)). Die Grofe der Amplitude héngt zum einen von dem
a-Faktor und zum anderen von dem Verhéltnis der Umlaufzeiten 7ec/7;, des Lichts in
der externen und in der internen Kavitét ab. Da dieses in kurzen Kavitdten deutlich
kleiner als in langen ist, existieren in kurzen Kavitdten weniger externe Resonator-
moden. Dies ist ein Grund fiir die unterschiedliche Dynamik in den beiden Regimen
[KANOS]. Der Begriff einer ,kurzen Kavitat* wird nun genauer definiert. Schunk und
Petermann untersuchten in [SCH89] theoretisch mit einen LK-Modell den Ubergang
in das Kohérenzkollapsregime in Abhéngigkeit von der Riickkopplungsstiarke und der
Lange der externen Kavitat. Der Koharenzkollaps zeichnet sich durch eine Verbreite-
rung der Linienbreite und einer deutlichen Zunahme des relativen Intensitatsrauschens
der Laserdiode aus [KANOQ5]. Dies fiihrt zu einer Abnahme der Kohédrenzlange des La-
serlichts. Sie stellten fest, dass die Grenze zwischen stabiler Laseremission und dem
Kohérenzkollapsregime erst unterhalb einer bestimmten Lange der externen Kavitét
mit der Kavitatslange variiert. Diese ist erreicht, wenn das Produkt aus der Frequenz
der Relaxationsoszillationen 7.. und der Umlaufzeit in der externen Kavitit 7., = 2//c
grofer als Eins ist

VROTee > 1.

Anders formuliert bedeutet dies, dass die Grundfrequenz der externen Kavitat ve. =
¢/21 hoher sein muss als die Frequenz der Relaxationsoszillationen

(817

Dies ist die Definition einer kurzen Kavitaten von Schunk und Petermann.

Ein andere Definition wurde von Jones et al. eingefiihrt [JONOI]. Nach ihrer Definition
ist eine Kavitit kurz, wenn der Ubergang in das Kohirenzkollapsregime abhingig von
der Riickkopplungsphase ist. Diese Definition beruht auf einer theoretischen Unter-
suchung der Autoren mit einem LK-Modell. Sie fanden, dass sich im Regime kurzer
Kavitaten ,instabile Inseln in der Ebene aus Riickkopplungsstirke und Phase des
riickgekoppelten Lichts bilden. Das Verschmelzen der Inseln bei zunehmender Lénge
der externen Kavitét zeigt, dass das System unabhéngig von der Phase des riickge-
koppelten Lichts wird.

Experimentell und theoretisch untersuchten Heil et al. einen Quantengrabenlaser mit
kurzer externer Kavitdt nach der Definition von Schunk und Petermann (8I7). Sie
beobachteten wéahrend eines Zyklus der Phase des riickgekoppelten Lichts von —m
bis 7 einen Ubergang von stabiler stationirer Laseremission zu entddmpften Rela-
xationsoszillationen, weiter zu regularen Pulspaketen und wieder zuriick zu stabiler
Laseremission [HEIOIal [HEIO3a]. Dies konnten sie theoretisch mit dem LK-Modell
gut beschreiben. Im Vergleich mit den hier gefundenen Ergebnissen werden wir in
Abschnitt ndher auf ihre Ergebnisse eingehen.
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8.2. Bifurkationen in Abhangigkeit der
Riickkopplungsstarke

In diesem Abschnitt werden Bifurkationen des dynamischen Verhaltens des Lasers,
die durch Anderung der Riickkopplungsstirke K. hervorgerufen werden, untersucht.
Die Dynamik wird durch das Gleichungssystem (G.11I) beschrieben. In den folgenden
Bifurkationsdiagrammen wird die Photonendichte 7, in Abhéngigkeit von der Riick-
kopplungsstarke K. analysiert. Dazu werden bei ausgewéahlten Riickkopplungsstéarken
die Zeitserien, Spektraldichten sowie Projektionen der Phasenraumdynamik auf die
(nph,ne)- und (npp,np)-Ebenen betrachtet. In diesem Abschnitt wird der Fall kleiner
Phasen-Amplituden-Kopplung (« = 1) und stark geddmpfter Relaxationsoszillationen
(I' = 0.0011) betrachtet. Fiir diese Parameterwerte beschreibt das Modell einen Quan-
tenpunktlaser (siehe Kapitel [[3]). Die Phase des riickgekoppelten Lichts © ist auf den
Wert © = 7 festgesetzt. Damit wird das Licht nach einem Umlauf in der externen
Kavitiat gegenphasig wieder in die Laserdiode eingekoppelt. Die Lénge der externen
Kavitat betrdgt [ = 25 mm . Wir betrachten damit den Bereich kurzer Kavitédten nach
der Definition (BIT), denn es gilt vro ~ 2.1GHz < vo. ~ 6 GHz (vergleiche Abb.
[RA). Die tibrigen Parameter werden wie in den Tabellen [B.1] und gewahlt. Die
Ergebnisse werden mit zwei Arbeiten von Heil et al. verglichen HEIO3a], in
denen die Dynamik eines Quantengrabenlasers unter externer Riickkopplung in dem
Regime kurzer Kavititen untersucht wird.

8.2.1. Begriffe aus der Bifurkationstheorie

In diesem Abschnitt werden Begriffe aus der Bifurkationstheorie erkldrt, um ein bes-
seres Verstdndnis der folgenden Simulationsergebnisse zu ermoglichen. Es werden nur
dynamische Systeme mit kontinuierlicher zeitlicher Entwicklung behandelt, beschrie-
ben durch gewthnliche Differentialgleichungen.

Hopfbifurkation

Bei einer superkritischen Hopfbifurkation wird ein dynamisches System in der N&-
he eines stabilen Fokus betrachtet. An der Bifurkation iiberqueren zwei zueinander
komplex konjugierte Eigenwerte Ay = 4w der Linearisierung des dynamischen Sys-
tems simultan die imaginire Achse der komplexen Ebene. Thr Realteil wechselt dabei
von negativen zu positiven Werten. Da die Realteile der Eigenwerte der Dampfung
der zugehorigen Eigenmode entsprechen, wird diese bei der Bifurkation entdampft.
Es entsteht ein stabiler isolierter periodischer Orbit (stabiler Grenzzyklus) und der
Fokus wird instabil. Dieser Vorgang ist in Abb. dargestellt. Charakteristisch
fiir eine superkritische Hopfbifurkation ist, dass in unmittelbarer Nihe des Bifurkati-
onspunktes der Radius r des entstandenen Orbits wurzelférmig mit dem Abstand des
Bifurkationsparameters K. zu seinem kritischen Wert K. ansteigt

r(Kee) X / Kee — Ko fiir Ko > K.

Vor einer subkritischen Hopfbifurkation existieren in dem betrachteten Bereich des
Phasenraumes ein stabiler Fokus, der von einem instabilen Grenzzyklus umgeben ist.
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Abbildung 8.3.: Super- und subkritische Hopfbifurkation. @ Superkritische
Hopfbifurkation. Fiir Werte des Bifurkationsparameters § < 0 existiert nur
ein stabiler Fokus im Ursprung. Die Bifurkation findet bei § = 0 statt. Bei
Werten von 3 > 0 koexistieren ein stabiler periodischer Orbit und ein insta-
biler Fokus im Ursprung. @: Subkritische Hopfbifurkation. Fiir Werte von
[ < 0 koexistieren ein stabiler Fokus in dem Ursprung umgeben von einem
instabilen Grenzzyklus. Fiir 8 > 0 existiert nur noch ein instabiler Fokus im

Ursprung. Abbildungen nach [KUZ95].

—

b)

Bei der Bifurkation verschwindet der instabile Grenzzyklus und der Fokus wird instabil

(siehe Abb. [8.3(b)]).

Attraktor

Anschaulich formuliert sind Attraktoren Bereiche des Phasenraumes, zu denen nahge-
legene Trajektorien konvergieren. Attraktoren konnen einerseits nach ihrer Dimension
klassifiziert werden. Ein stabiler Fixpunkt ist ein nulldimensionaler, ein periodischer
Orbit ein eindimensionaler und ein Torus ein zweidimensionaler Attraktor. Es gibt an-
dererseits Attraktoren mit nicht ganzzahliger fraktaler geometrischer Dimension, die
seltsame Attraktoren genannt werden. Ein seltsamer Attraktor besteht aus einer Men-
ge von Punkten, die in einer endlichen Teilmenge des Phasenraumes eingebettet ist.
Trajektorien, die in die Néhe des Attraktors kommen, werden in die Region hineinge-
zogen [SCHS87,[SCHOQ]. Diese Umgebung des Attraktors wird als sein Attraktionsbasin
bezeichnet. Zum anderen konnen Attraktoren aber auch durch das Verhalten der in ih-
nen verlaufenden Trajektorien kathegorisiert werden. Ein Attraktor ist chaotisch, wenn
urspriinglich nah beieinanderliegende Trajektorien im zeitlichen Mittel exponentiell di-
vergieren. Das Frequenzspektrum einer chaotischen Bewegung weist im Gegensatz zu
dem einer periodischen Bewegung nicht einzelne diskrete, sondern ein Kontinuum von
Frequenzen auf [HIL94]. Es gibt mehrere Wege in das Chaos, beschrieben durch ver-
schiedene Bifurkationsszenarien. Einige in dieser Arbeit bendtigten Wege werden im
Folgenden vorgestellt.

Periodenverdoppelungsbifurkation

Bei Periodenverdoppelungsbifurkationen handelt es sich um eine Bifurkation eines pe-
riodischen Orbits. An dem kritischen Wert des Kontrollparameters K. wird der peri-
odischer Orbit instabil und geht in einen periodischen Orbit iiber, auf dem das System
doppelt so lange braucht um wieder an seinen Anfangspunkt zuriickzukehren, wie auf
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dem urspriinglichen. Dabei halbiert sich die Frequenz der Schwingung und ihre Peri-
ode verdoppelt sich. Die Projektion der Trajektorie auf eine geeignete Ebene zeigt eine
doppelte Schleife (siche z.B. Abb. . Wird der Kontrollparameter K. weiter vari-
iert, kann das System weitere Periodenverdoppelungsbifurkationen durchlaufen. Dabei
konvergieren die Werte des Kontrollparameters an den Bifurkationspunkten K,.; mit

i =1,2,3,... gegen einen Grenzwert K., an dem das System chaotisch wird. Fiir
die Folge der kritischen Werte gilt folgende Gesetzmifigkeit [KUZ95]:
Kc,n—l—l - KC, n

lim
n—o0 Nen+2 — Kc,n—l—l

=5 =4.669.... (8.18)

Nach deren Entdecker wird eine Periodenverdoppelungskaskade auch Feigenbaum-
Kaskade genannt. Die universelles Konstante § = 4.669 ... wird als Feigenbaum-Delta
bezeichnet.

Torusbifurkation

Bei einer Torusbifurkation handelt es sich um eine zweite Hopfbifurkation eines Grenz-
zyklus. Es entsteht eine doppelperiodische Bewegung auf einem Torus [SCH87,[SCHO0].
Das System hat nun zwei fundamentale Frequenzen. Haben diese ein rationales Ver-
héltnis zueinander ist die Trajektorie des Systems geschlossen. Ist ihr Verhéltnis ir-
rational, auch inkommensurabel genannt, schliefst sich die Trajektorie nicht und fullt
die gesamte Oberfliche des Torus aus. Ein solches Verhalten wird quasiperiodisch
genannt. Da das Frequenzspektrum einer quasiperiodischen Bewegung eine Vielzahl
einzelner Frequenzspitzen enthélt, kann es schwer sein, es von dem Frequenzspektrum
einer chaotischen Bewegung zu unterscheiden. Durch eine Kaskade von Hopfbifurka-
tionen kdnnen nun weitere fundamentale Frequenzen hinzukommen. Die Trajektorie
bewegt sich dann auf einem ,hoherdimensionalen Torus* und kann, wenn die Anzahl
der Frequenzen und damit die Dimension des Torus gegen unendlich strebt, in Chaos
ibergehen. Das ist der sogenannte Landau-Weg in das Chaos [SCH89¢|. Das System
kann aber auch direkt nach der Torusbifurkation chaotisch werden. Dieser Weg wird
Ruelle-Takens-Newhouse-Weg in das Chaos genannt [SCHS89c].

Bifurkationen in dem betrachteten Modell

Die zu der Bestimmung der Fixpunkte verwendeten Losungen sind von der Form
rotierender Wellen (B1). Bei den stabilen, stationdren Bereichen in dem Bifurkations-
diagramm Abb. handelt es sich bereits um stabile periodische Orbits in der
Phase der Wellen. Die Hopfbifurkation bei K. ist also eigentlich eine Hopfbifurkation
eines periodischen Orbits bei der ein Torus entsteht. Sie wird in der Literatur auch
als Torus- oder Neimark-Sacker-Bifurkation bezeichnet [KUZ95]. Wir wollen uns hier
aber dem Sprachgebrauch von [FTE08] anpassen und sie einfach als Hopfbifurkation ei-
ner rotierenden Welle bezeichnen. Aufgrund der zeitverzégerten Riickkopplung hat die
Linearisierung des hier betrachteten Gleichungssystems (6.11)) unendlich viele Eigen-
werte [KANOS]. Das Zentrumsmannigfaltigkeitstheorem [KUZ95] besagt jedoch, dass
fiir die lokale Dynamik des Systems in der Néhe einer Bifurkation nur die Figenwerte
der Linearisierung A; entscheidend sind, die an dem Bifurkationspunkt kritisch sind,
das heift fir die #();) = 0 gilt. Dadurch wird die effektive Dimension des Systems in
der Nahe der Bifurkation verringert.
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8.2.2. Bifurkationen fir a =1, I' =0.0011

In diesem Abschnitt wird das Bifurkationsszenario fiir den stark geddmpften Fall
(I' = 0.0011) mit kleiner Phasen-Amplitudenkopplung (o = 1) behandelt. In Abb.
sind die lokalen Extrema der Photonendichte n,, iiber K. aufgetragen. Der
untersuchte Bereich der Riickkopplungsstéirken von K.. = 0 bis K.. = 0.8 ist deut-
lich grofer als der Giiltigkeitsbereich des LK-Modells. Dieses ist fiir Riickkopplungs-
starken bis ungefdhr K. ~ 0.3 giiltig [TAG93| (siche auch Abschnitt L2)). Das Bi-
furkationsdiagramm Abb. entsteht, indem fiir jeden K..-Wert eine Zeitserie
der Photonendichte betrachtet wird. Die lokalen Extrema der Photonendichte werden
dann tiber dem K..-Wert aufgetragen. Um transientes Verhalten weitgehend auszu-
schlieffen wird ein Zeitfenster zwischen 650 ns und 750 ns betrachtet. Zum Vergleich
klingen die Relaxationsoszillationen ohne Riickkopplung auch in dem oszillatorischen
Fall T' = 0.0015 innerhalb der ersten drei Nanosekunden ab (siehe Abb. [.6]). Daher
ergibt sich fiir K .-Bereiche, in denen die Photonendichte nach dem Abklingen der Re-
laxationsoszillationen einen stabilen, stationdren Zustand erreicht, nur ein Wert pro
Riickkopplungsstéirke. Fiir die Simulationen werden neben den explizit in den Bild-
unterschriften angegebenen die Parameter aus Tabelle 5.1l verwendet. Zuerst wird ein
Uberblick iiber das Bifurkationsszenario gegeben, um dann anhand der Auschnitts-
vergroferung Abb. genauer auf dessen einzelne Abschnitte einzugehen. Bei kleinen
Riickkopplungsstérken beginnend bleibt die Photonendichte zuerst in einem stabilen,
stationdren Zustand, der sich mit zunehmender Riickkopplungsstéarke leicht hin zu ge-
ringeren Photonendichten verschiebt. Dies liegt an der destruktiven Interferenz des
Lichts, das gegenphasig (© = m) aus der externen Kavitidt wieder in den Laser einge-
koppelt wird mit dem Licht in der Laserdiode.

Bei einer kritischen Riickkopplungsstéirke von K. = 0.08 wird in einer superkritischen
Hopfbifurkation ein stabiler periodischer Orbit geboren, der bis K.; = 0.092 stabil
bleibt. Dort beginnt eine Kaskade von Periodenverdoppelungsbifurkationen des peri-
odischen Orbits, die in einem chaotischen seltsamen Attraktor bei etwa K., =~ 0.099
iibergeht. Nach mehreren Wechseln zwischen chaotischen Bereichen und periodischen
Fenstern reduziert bei K. ~ 0.21623 der Attraktor sein Phasenraumvolumen dras-
tisch und die Photonendichte geht wieder in einen stabilen, stationdren Zustand tiber.
Mit zunehmender Riickkopplungsstéirke verschiebt sich dieser hin zu héheren Pho-
tonendichten, bleibt aber bis an das Ende des betrachteten Riickkopplungsbereichs
stationar.

In Abb. ist eine Ausschnittsvergrofferung des Bifurkationsdiagramms Abb.
dargestellt. Dabei ist die kritische Riickkopplungsstérke K., bei der die erste Hopf-
bifurkation auftritt, durch eine griin gestrichelte Linie markiert. Die blauen, strich-
punktierten Linien markieren Riickkopplungsstérken fiir die Zeitserien, Spektren und
Phasenraumprojektionen im Folgenden analysiert werden. In Abb. sind die Zeitse-
rie und das Spektrum der Photonendichte fiir den Fall ohne Riickkopplung mit dem
schwacher Riickkopplung K.. = 0.069 < K. verglichen. Die Relaxationsoszillationen
mit endlicher Riickkopplung (rot) sind wesentlich schwécher gedampft als die der soli-
taren Laserdiode (blau). Die Frequenzen beider Oszillationen sind jedoch fast identisch
(v(Kee = 0) = 2.1GHz versus v(K. = 0.069) = 2.3GHz ). Die mit zunehmender
Riickkopplung abnehmende Dampfung deutet darauf hin, dass sich das System einer
Hopfbifurkation néhert. In der superkritischen Hopfbifurkation fir K. = 0.072 wird
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Abbildung 8.4.: @ Bifurkationen der Photonendichte in Abhéngigkeit von

der Riickkopplungsstiirke K. bzw. von K2, gemessen in dB. Die griine, ge-
strichelte Linie markiert die kritische Riickkopplungsstarke K. = 0.072, bei
der die erste superkritische Hopfbifurkation auftritt. Die schwarze, strich-
punktierte Linien markiert die Riickkopplungsstérke, an der ein neues Moden-
Antimoden-Paar von externen Resonatormoden mit negativer Frequenzver-
schiebung gegeniiber der Frequenz des solitdren Lasers entsteht. Die maxi-
male Stromdichte betrigt das 2.5-fache der Schwellstromdichte fiir die Laser-
diode ohne Riickkopplung 7, (I' = 0.0011) = 3708 Acm~2 .Parameterwerte:
[ =2mm, o =1, ' = 0.0011 und 6 = ; sonstige Parameter wie in Ta-
belle .11 @: Mogliche Frequenzverschiebung in Abhéngigkeit der Riickkop-
plungsstéirke K. fiir « = 1 bei gegenphasiger Wiedereinkopplung (© = )
des Lichts. Dargestellt sind approximative Losungen der transzendenten Glei-

chung (&3) fir [ = 25 mm.
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0.05 K, 01 0.15 0.2

Abbildung 8.5.: Ausschnittsvergroferung des Bifurkationsdiagrammes der
Photonendichte tiber K.. im Bereich von K.. = 0 bis K.. = 0.25. Blaue
strich-punktierte Linien a bis i markieren Riickkopplungsstarken, fiir die
Zeitserien, Spektraldichten und Phasenraumprojektionen diskutiert werden.
Die griine gestrichelte Linie markiert die Hopfbifurkation mit der geringsten

Riickkopplungsstérke. Parameterwerte wie in Abb. |8.4(a)|
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Abbildung 8.6.: Vergleich der Zeitserien und Spektraldichten ohne Riick-
kopplung (K., = 0) und mit schwacher Riickkopplung (K.. = 0.069,
K. < K_.),(Linie a in Abb. BH]) in dem stark geddmpften Fall (o = 1,
I' = 0.0011). Andere Parameterwerte wie in Abb.
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ein Grenzzyklus erzeugt, der bis zu der ersten Bifurkation der Periodenverdoppelungs-
kaskade bei K1 = 0.092 stabil bleibt.

Die Zeitserie fir K,. = 0.08 in Abb. zeigt daher eine sich selbst erhaltene
Schwingung mit konstanter Amplitude. Die fundamentale Frequenz des Spektrums
liegt mit v(K.. = 0.08) = 2.3GHz genau auf der Frequenz der Relaxationsoszilla-
tionen kurz vor der Hopfbifurkation (siehe Abb. R). Desweiteren zeigen sich hohere
Harmonische dieser Grundfrequenz. In Abb. sind Projektionen der Trajektorie
auf die (ne,npp)-Ebene und die (n,np,)-Ebene dargestellt. Diese ergeben Grenzzyklen.
Dabei zeigt die Trajektorie in der Projektion auf die (ne,npp)-Ebene eine fiir den stark
geddmpften Fall typische Rotation im Uhrzeigersinn. Die Projektion der Trajektorie
in der (n,n,y)-Ebene rotiert hingegen entgegen des Uhrzeigersinns (siehe dazu auch
Kapitel [[.3]). Das nahezu wurzelférmige Anwachsen der Maxima der Photonendichte
in dem Bifurkationsdiagramm Abb. fiir Rickkopplungsstarken wenig grofier als
die kritische Riickkopplungsstirke K. ist ein deutlich Hinweis dafiir, dass bei K. eine
Hopfbifurkation stattgefunden hat [KUZ95].

Bei K. 1 = 0.92 beginnt eine Periodenverdoppelungskaskade, die fiir Ko = 0.099 in
einem chaotischen Attraktor miindet. Deutlich unterscheidbar sind drei aufeinander-
folgende Periodenverdoppelungsbifurkationen. Der Abstand beziiglich ihrer Bifurkati-
onspunkte nimmt in Ubereinstimmung mit der theoretischen Folge K. 1, K2, K.3...
der K. ;-Werte ([8I8)) ab. Der aus den ersten drei Bifurkationen der Kaskade berechne-
te Wert fiir die Feigenbaumkonstante dpe, ~ 7.5 stimmt nicht mit dem theoretischen
Grenzwert der Folge 6 = 4.669... (8If) tiberein, da dieser nur asymptotisch fiir
k — oo gilt.

In Abb. sind Zeitserie und Spektrum fiir K. = 0.095 dargestellt. Der Zeitseri-
enausschnitt zeigt nun Oszillationen der Periode zwei. Es sind zwei Schwingungen mit
geringfiigig unterschiedlichen Amplituden zu erkennen. Das Frequenzspektrum zeigt
neben der Frequenz der Relaxationsoszillationen vgro = 2.3 GHz nun einen kleineren
Peak bei %I/Ro. Das System befindet sich nun auf auf einem Grenzzyklus mit der
doppelten Periode des urspriinglichen Zyklus. Dies zeigen auch die Projektionen der
Trajektorie auf die (ne,npp)- und die (np,n,4)-Ebene in Abb. Das ist ein Be-
leg dafiir, dass eine Periodenverdoppelungsbifurkation stattgefunden hat. Desweiteren
zeigt das Spektrum, wie es bei einer nichtlinearen Oszillation zu erwarten ist, Neben-
maxima bei den hoheren Harmonischen der Hauptfrequenz vgro, sowie bei Summen
und Differenzen der Hauptfrequenz oder ihrer Harmonischen mit der Frequenz %VRo.
Das Signal der Frequenz %I/RO ist zu schwach, als das man seine h6heren Harmonischen
erkennen konnte.

Abb. zeigt Zeitserie und Spektrum fiir ein schmales Fenster der Periode drei fiir
eine Riickkopplungsstirke von K.. = 0.105. Das Spektrum weist neben dem unver-
anderten Hauptmaximum bei vro (K. = 0.105) = 2.3 GHz, Nebenmaxima bei %IJRO
und %VRo, sowie hohere Harmonische, Summen und Differenzen der Grundfrequen-
zen auf. Die zugehorigen Phasenraumprojektionen sind in Abb. dargestellt. Sie
zeigen dreifach gewickelte Orbits. Fir steigende K..-Werte geht das System wieder
in einen chaotischen Zustand iiber. Welchen Weg in das Chaos das System diesmal
,wahlt“, muss noch genauer ergriindet werden.

Abb. zeigt eine Zeitserie und Spektrum fiir eine Riickkopplungsstiarke K.. =
0.10875 innerhalb des chaotischen Bandes. Ein Indiz dafiir, dass das System chaotisch
ist, sind die variierenden Amplituden der Schwingungen. Das Frequenzspektrum zeigt
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Abbildung 8.7.: Zeitserienausschnitte und zugehorige Spektraldichten in dem
stark geddmpften Regime (I' = 0.0011,a = 1) fiir ausgewéhlte Riickkopp-
lungsstérken (blaue, strich-punktierte Linien (b)-(g) in Abb. B6l), fiir ver-
schiedene Stadien der Bifurkationskaskade. Die anderen Parameterwerte sind

wie in Abb. [8.4(a)]



8.2. Bifurkationen in Abhéngigkeit der Riickkopplungsstéirke

20 - 20
Keo = 0.08
§=1 (b) (©)
6+ I =0.0011 16 ]
8 8
12t §12
< <
o o
— —
e 8F s 8
= £
{=] {=]
at 4
0 . . . 0 . :
0.43 0.44 0.450.2 0.24 0. 450.2 0.24 0.28
ng [10*° cm?) ny, [10%° cm™?) ny, [10%° cm™?)
20 20
6L 011 ] 16
8 8
12t §12
< <
o o
— —
e 8} e 8
= £
{=] {=]
at 4
0 . . : 0 .
0.43 0.44 0.450.2 0.24 0.43 0.44
n [10° cm™?) ny, [10%° cm™?) n [10° cm™?)
20 - 20
Kee = 0.15
= 0) (@
16 | =0.0011 1 16 | 1
3 3
12t 12t
< <
o o
- -
e sf e sf
= =
o o
4t 4t
0 . ; 0 . . :
0.43 0.44 0.450.2 0.24 0.28 0.43 0.44 0.450.2 0.24 0.28
ng [1010 cm'z] n, [1010 cm'z]

ng [1010 cm'z]

n, [1010 cm'z]

Abbildung 8.8.: Projektionen auf die (n¢,np,)- und die (np,n,,)-Ebene des

Phasenraumes in dem stark geddmpften Regime (I' = 0.0011, «

= 1) fir

verschiedene Riickkopplungsstéirken (blaue, strich-punktierte Linien (b)-(g)
in Abb. BH]). Pfeile markieren die Rotationsrichtung der Trajektorie in der

jeweiligen Projektion. Die anderen Parameterwerte sind wie in Abb. [8.4(a)]
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nur noch wenige diskrete Maxima. Deutlich aufgelost sind nur noch die Frequenz der
Relaxationsoszillation vro(Ke = 0.10875) = 2.3 GHz und deren erste Harmonische.
Das breite Frequenzspektrum weist ebenfalls auf eine chaotische Bewegung hin. Die
Phasenraumprojektionen Abb. zeigen eine Vielzahl periodischer Orbits inner-
halb des chaotischen Attraktors. Daher nimmt dieser in den betrachteten Projektio-
nen ein deutlich groferes Phasenraumvolumen als die vorher betrachteten Attraktoren
(Fixpunkte und periodischen Orbits) ein.

Bei K.. = 0.113 beginnt ein grofles Fenster der Periode zwei, das sich bis K. = 0.163
fortsetzt. Dort geht es in einen einfach gewickelten periodischen Orbit iiber. Diesem
schliefst sich bei K. = 0.168 ein weiterer chaotischer Bereich an. Nach weiteren Fens-
tern unterschiedlicher Periodizitdt wird das System bei K. = 0.19 wieder chaotisch.
In Abbildung Abb. und Abb. sind Zeitserie und Spektrum eines Fensters
der Periode zwei fiir K.. = 0.15 und eines Fensters der Periode drei fiir K.. = 0.18625
dargestellt. Die zugehorigen Projektionen der Trajektorie im Phasenraum finden sich
in Abb. und in Abb. Zu Beginn des Fensters der Periode zwei beginnt sich
die Frequenz der Relaxationsoszillationen hin zu héheren Frequenzen zu verschieben.
So betrigt sie fir K.. = 0.15 vro(Ke = 0.15) = 2.7 GHz wihrend sie fir K. =
0.18625 bereits vro (K. = 0.18625) = 3.0 GHz ) betrigt.

Reguldre Pulspakete

Ein interessantes Phénomen zeigt sich fiir Riickkopplungsstiarken knapp unterhalb
von K. = 0.21623, bei der das System in einen stabilen, stationdren Zustand tiber-
geht. Aus den chaotischen Zeitserien fiir K.. = 0.19 bis K.. = 0.21 bilden sich mit
zunehmender Riickkopplungsstérke einzelne Pulspakete heraus, deren Einhiillende im-
mer reguldrer wird. Welche Art von Bifurkation dafiir verantwortlich ist, muss noch
ergrindet werden. Intermittenz kann jedoch aufgrund des Skalenverhaltens der Fre-
quenz der Einhiillenden der Pulspakete vgrpp ausgeschlossen werden. Abb. zeigt
einen Ausschnitt der Zeitserie und das Frequenzspektrum fiir K.. = 0.215625 (Mit
h markierte blaue Linie in Abb. R mit nahezu vollstdndig reguldren Pulspaketen.
Im Folgenden wird ein einzelnes dieser Pulspakete genauer betrachtet. Der Beginn
eines jeden Paketes ist durch ein starkes Ansteigen der Photonendichte, gefolgt von
gedampften Relaxationsoszillationen, gekennzeichnet. Dabei sinkt im Minimum der
ersten Schwingung die Photonendichte bis auf Null ab. Wenn die Oszillationen fast
abgeklungen sind, beginnt die Photonendichte bis auf etwa ein Viertel des Wertes des
angrenzenden stabilen, stationdren Zustands npp (K. = 0.21623) = 7.8 - 10* cm ™2
abzusinken. Das Spektrum zeigt eine Vielzahl von diskreten Frequenzen. Die niedrigste
Frequenz im Spektrum vppp(K.. = 0.215625) = 0.3 GHz ist die Wiederholungsfre-
quenz der Pulspakete. Der zweithtchste Peak gehort zu der Frequenz der Relaxati-
onsoszillationen vro(Kec = 0.215625) = 3.7 GHz . Der hichste Peak im Spektrum ist
der Differenz dieser beiden Grundfrequenzen der Oszillation vro — vrpp = 3.4 GHz
zuzuordnen. Das Spektrum zeigt weitere Peaks, die untereinander Frequenzabstdnde
von 0.3 GHz haben. Dies sind Summen und Differenzen héherer Harmonischer von
vrpp mit vro. In Abb. sind die zugehorigen Phasenraumprojektionen der Tra-
jektorie dargestellt. Die Trajektorie wird im Gegensatz zu den Projektionen in Abb.
8 auf die (n,p,ne)-Ebene und die (n,p,n4)-Ebene projeziert, um sie besser mit den
in [HEIO3a] veroffentlichten Ergebnissen vergleichen zu kénnen. Sowohl die Achsen als
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Abbildung 8.9.: Gleichméfige Pulsation der Photonendichte (links) und
dazugehorige Spektraldichte (rechts) fiir K., = 0.215625 (blaue, strich-
punktierte Linie h in Abb. BH]). Die anderen Parameterwerte sind wie in

Abb.

auch die Rotationsrichtung der Trajektorien sind damit gegeniiber den vorher disku-
tierten Phasenraumprojektionen (Abb. R8) vertauscht. Es ist nur die Projektion des
Teils der Trajektorie dargestellt, der zu einem einzelnen Pulspaket gehort. Da die Be-
wegung in der Projektion auf die (npp,n4)-Ebene einfacher nachzuverfolgen ist als in
der Projektion auf die (npp,n.)-Ebene, wird das Verhalten des Systems anhand erste-
rer geschildert. Ausgehend von einem Maximalwert der Locherdichte bei K. = 0.255
bewegt sich das System in Spiralbahnen auf einen Sattel-Fokus zu, der in der (npp,np)-
Ebene liegt.

Die spiralférmige Trajektorie bedeutet ein Wechselspiel zwischen der Ladungstriger-
inversion und der Photonendichte. Die Elektronendichte n. variiert wiahrend des ge-
samten Zyklus deutlich weniger als die Locherdichte ny,.

Daher bedeutet eine Abnahme der Locherdichte eine Verringerung der Ladungstriger-
inversion n(t) = ne(t) + np(t) — NP und somit eine Verringerung der optischen
Verstarkung (vergleiche Gleichung (G.8]))

Gopt(n(t) = TG(n(t)) = VA

(ne(t) +np(t) — NQD>. (8.19)

Dies fiihrt zu einer Abnahme der Photonendichte, wahrend die Locherdichte aufgrund
der nun im Vergleich zu der Einstreuung kleinen Verluste durch die induzierte Emis-
sion Ring = W A(ne(t) +np(t) — N9P)n,), wieder ansteigt. Durch die sich aufbauende
Inversion verstérkt sich der optische Gewinn, die Photonendichte steigt an und der
Kreislauf schliefst sich. Es handelt sich hierbei um die geddmpften Relaxationsoszilla-
tionen, die in der Zeitserie innerhalb eines Pulspaketes sichtbar werden. Kurz vor dem
Erreichen des Fixpunktes gelangt die Trajektorie entlang der instabilen Mannigfal-
tigkeit des Sattel-Fokus wieder in den Bereich héherer Locherdichten. Diese Zunahme
der Locherdichte fiihrt zu dem Abfall der Photonendichte gegen Ende des betrachteten
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Abbildung 8.10.: Projektionen auf die (ne,npp)- und (ny,np)-Ebene des
Phasenraumes fiir I' = 0.0011, « = 1. Die Riickkopplungsstirke betrigt
K. = 0.215625 (blaue, strich-punktierte Linie h in Abb. BH]). Die anderen

Parameter sind wie in Abb. [8.4(a)|

Pulspaketes. Zur Veranschaulichung des vermutlich zugrunde liegenden Prozesses ist
in Abb. ein homokliner Orbit H eines Sattel-Fokus in einem dreidimensionalen
Phasenraum dargestellt. Die lokale stabile Mannigfaltigkeit ist mit W? . und die lokale
instabile Mannigfaltigkeit mit W} bezeichnet.

Die Trajektorie ist nicht geschlossen, jedoch liegen Start- und Endpunkt sehr dicht
beieinander. Das néchste Pulspaket beginnt also mit sehr &hnlichen Anfangsbedin-
gungen. Da das System nicht mehr chaotisch ist, entwickelt sich das Pulspaket sehr
ghnlich zu dem vorherigen. So kommt die hohe Regularitit der Einhiillenden dieser
Pakete zu Stande.

In Abb. BI2ist ein Teil der Ergebnisse von Heil et al. aus [HEI03al] zusammengestellt.
In der Arbeit werden zum einen Messungen an einem Quantengrabenlaser mit kurz-
er externer Kavitat prasentiert und zum anderen werden diese mit einem LK-Modell
beschrieben [HEIO3al [HEIO1a]. In dem Experiment wurden fiir bestimmte Riickkopp-
lungsstiarken und Phasen des riickgekoppelten Lichts gleichméfige Pulspakete gefun-
den. Abb. B12]|(a) zeigt eine experimentell gemessene Zeitserie der Laserintensitét,
Abb. BI2I(b) eine theoretisch berechnete. Das Modell kann in diesem Fall die expe-
rimentellen Ergebnisse gut beschreiben, auch wenn im Gegensatz zu dem Experiment
die Photonendichte bei den Minima der Schwingungen auf Null abfillt. Ein grundsétz-
licher Unterschied zwischen den in dieser Arbeit gefundenen Pulspaketen und den von
Heil et al. beobachteten ist, dass bei ihnen die Frequenz der geddmpften Schwingungen
die Resonanzfrequenz der externen Kavitét ve. = ¢/21 und nicht wie in diesem Modell
die Frequenz der Relaxationsoszillationen ist.

In Abb. BI2I|(c) ist die Projektion der Trajektorie eines Pulspaketes auf die durch
den Betrag der Feldamplitude und der Ladungstrégerinversion aufgespannte Ebene
gezeigt. Diese zeigt grofe Ahnlichkeit zu der entsprechenden Projektion in unserem
Modell (siehe Abb. [BI0). Gemeinsamkeiten sind die fast geschlossene Trajektorie, so-
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Abbildung 8.11.: Homokliner Orbit H eines Sattel-Fokus in drei Raumdi-
mensionen. W = bezeichnet die lokale stabile Mannigfaltigkeit. Auf dieser
néhert sich der homokline Orbit in Vorwértszeit spiralférmig dem Fixpunkt
an. Wy bezeichnet die instabile Mannigfaltigkeit, in der sich der Orbit in
Riickwértszeit dem Fixpunkt annédhert.

wie die Reinjektion in eine Region geringer Ladungstragerinversion und damit geringer
optischer Verstiarkung zu Beginn des Pulspaketes, die zu dem oben beschriebenen os-
zillatorischen Verhalten fiihrt. Die Trajektorie spiralt sich bei Heil et al. jedoch nicht
so eng auf bevor sie wieder in die Region hoherer Ladungstriagerinversion gelangt, wie
in den hier beobachteten Szenarien. In Kapitel [L3lhaben wir die Erkenntnis gewonnen,
dass sich in dem stark geddmpften Fall, in dem unser Modell einen Quantenpunktlaser
beschreibt, die Dynamik der Locher in den Quantenpunkten qualitativ mit der Dy-
namik der Ladungstragerinversion in einem Quantengrabenlaser iibereinstimmt. Die
Ahnlichkeit der Abbildungen Abb. und Abb. RI2I|(c) zeigt, dass dies auch mit
Riickkopplung giiltig bleibt.

Ein von Heil et al. errechnetes Bifurkationsdiagramm ist in Abb. [ I2ITlwiedergegeben.
Es ist der Betrag der Feldamplitude in Abhéngigkeit der Riickkopplungsstéarke aufge-
tragen. Es zeigt fiir den betrachteten Bereich der Riickkopplungsstérke sieben vonein-
ander unterscheidbare Bifurkationskaskaden. Auch wenn Abb. [RI2I1 nicht direkt mit
Abb. verglichen werden kann, so ldsst doch die hohere Anzahl von Bifurkations-
kaskaden darauf schliefsen, dass der Quantengrabenlaser sensibler auf Riickkopplung
reagiert. (Die beiden Abbildungen lassen sich nicht direkt vergleichen, da andere Ka-
vitédtslingen und somit andere effektive Riickkopplungsstérken verwendet wurden.)
Bei Heil et al. entstehen die ersten vier Kaskaden durch Periodenverdopplung, so wie
auch die in unserem Modell gefundene Kaskade durch Periodenverdopplung entsteht.
Die regularen Pulspakete entwickeln sich bei ihnen jedoch aus einer anderen Kaska-
de von Bifurkationen: Eine Hopfbifurkation einer rotierenden Welle wird gefolgt von
einer Torusbifurkation, die zu quasiperiodischem Verhalten fiihrt. Aus diesem entwi-
ckeln sich bei steigender Riickkopplungsstéirke dann die reguldren Pulspakete. Eine
offene Frage ist noch, wie das in dieser Arbeit betrachtete System von den gleichmé-
figen Pulsationen der Photonendiche in einen stabilen, stationédren Zustand iibergeht.
Eine Moglichkeit ist der Weg iiber eine homokline Bifurkation. So kénnte der posi-
tive, der instabilen Mannigfaltigkeit zugeordnete Eigenwert negativ werden und der
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Abbildung 8.12.: Abbildungen reproduziert aus [HEI03a]. Abb. BI2It Expe-
rimentelle (a) und simulierte (b) Zeitserie der Intensitét fiir den Riickkopp-
lungsbereich, in dem regulidre Pulspakete auftreten. Die Trajektorie des in
Abbildung (b) dick eingezeichneten Pulspaketes ist in (c) auf die (R,N)-
Ebene projiziert. Dabei ist R die Amplitude des elektrischen Feldes und N
die Ladungstréigerinversion. Kreise und Kreuze bezeichnen die Lage von Kno-
tenpunkten und Sétteln von Losungen in Form externer Resonatormoden.
Abb. RI2ITt Bifurkationsdiagramm der Feldamplitude R iiber der Riickkop-

plungsrate n
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Sattel-Fokus in einen Fokus tibergehen (vergleiche Abb. BIT]).

Abschliefsend sind in Abb. B.I3Inoch die Zeitserie und das Spektrum der Relaxationsos-
zillationen ohne Riickkopplung (K. = 0) und fiir einen stabilen, stationéiren Zustand
nach der Bifurkationskaskade K.. = 0.21875 gezeigt. Die Frequenz der Relaxationsos-
zillationen mit Riickkopplung vro (K. = 0.21875) = 3.8 GHz ) ist fast doppelt so hoch
wie die Frequenz der Relaxationsoszillationen ohne Riickkopplung (vro(Ke = 0) =
2.1 GHz ). Desweiteren sind die Relaxationsoszillationen fiir K. = 0.21875 schwécher

0.2 T
| K..=0.21875 —
5 ® Kea= 0.0 —-
— a=1
o [ =0.0011
S
S 10 F
<
o
—
=
&5 )
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Abbildung 8.13.: Zeitserien und Spektraldichten fiir stabile Laserkonfigura-
tionen ohne (K., = 0) und mit Riickkopplung (K., = 0.21875). Die anderen
Parameterwerte sind wie in Abb. [8.4(a)

gedampft als die der solitdren Laserdiode. Letzteres liegt waahrscheinlich an der Ruine
des chaotischen Attraktors, der fiir geringfiigig kleinere Riickkopplungsstéarken exis-
tiert. Die Ahnlichkeit der Relaxationsoszillationen des stabilen, stationéren Zustandes
fir K.. = 0.21875 mit den Oszillationen innerhalb eines Pulspaketes verdeutlicht,
dass es sich bei letzteren um Relaxationsoszillationen handelt (vergleiche Abb.
und Abb. BI0).

Bei einer Riickkopplungsstéirke von K. = 0.21 wird in dem Bild externer Resonator-
moden in einer Sattel-Knoten-Bifurkation ein neues Moden-Antimodenpaar geboren
(siehe Abb. . Dem System stehen damit fiir Riickkopplungsstérken K. > 0.21
neben der aus der solitdren Lasermoden entstandenen externen Resonatormode nun
zwei weitere zur Verfiigung. Die Sattel-Losung ist immer instabil, aber die Knoten-
Losung kann stabil sein. Die deutlich erhéhte Frequenz der Relaxationsoszillationen
ldsst vermuten, dass das System von der chaotisch gewordenen, aus der solitdren Laser-
mode entstandenen, externen Resonatormode bei K. > 0.21 auf die neu hinzugekom-
mende Knoten-Losung hiniiberwechselt. Derartige Szenarien werden in gewohnlichen
LK-Modellen beobachtet [HOH99]. Dabei wechselt das System auf die Mode mit der
maximalen optischen Verstarkung. Um festzustellen, ob auch in dem hier betrachte-
ten System ein Modenwechsel stattfindet, miissen durch Losen des Gleichungssystems

BH), BTa), BI0), (BIIal) und (BI2) die Gleichgewichtsphotonendichten nyy, s fir die

moglichen Frequenzverschiebungen Aw, errechnet werden. Durch Vergleich mit dem
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numerisch errechneten Bifurkationsdiagramm Abb. kann dann herausgefunden
werden, welche Mode in dem jeweiligen Bereich stabiler stationédrer Laseremission aktiv
ist. Die Auswirkungen von mit steigender Riickkopplung hinzukommender Fixpunkte
auf die Dynamik des Systems muss noch genauer untersucht werden.

Heil et al. identifizierten die reguldren Pulspakete als das Analogon in dem Regime
kurzer Kavitdten zu Fluktuationen niedriger Frequenz (engl. low frequency fluctuati-
ons [SAN94 [KANO5]), die bei Quantengrabenlasern mit lingeren externen Kavitéiten
(Vee > VRO ) auftreten. Diese zeichnen sich durch abruptes Absinken der Photonendich-
te aus. Dabei kollidiert in einer Krise der chaotische Attraktor mit einem Sattelpunkt
[HOH99]. Auch dieses Szenario muss mit dem in dieser Arbeit verwendeten Modell
genauer untersucht werden.

8.3. Einfluss des a-Faktors und des optischen
Fullfaktors I' auf die Laserdynamik

Bisher haben wir das Modell fiir einen kleinen a-Faktor von v = 1 und einen kleinen
optischen Fiillfaktor I' = 0.0011 betrachtet. Mit diesen Parameterwerten zeigt das
Modell stark gedédmpfte Relaxationsoszillationen und kann gut das dynamische Ver-
halten eines Quantenpunktlasers beschreiben [LUEQS|. Quantengrabenlaser hingegen
weisen eine grofere Phasen-Amplitudenkopplung auf, was sich in grofseren a-Faktoren
ausdriickt. Typisch fiir GaAs/AlGaAs-Quantengrabenlaser sind Werte in dem Bereich
von o = 2 bis @ = 5 [OSI&T]. Selbst kleine Riickkopplungsstirken bewirken Verande-
rungen der Phasendynamik, die sich durch die Kopplung auf die Amplitude auswirken.
Dadurch wird die Emission der Laserdiode instabil. Die grofere Stabilitdt von Quan-
tenpunktlasern bei optischer Riickkopplung wird daher zum einen mit deren geringe-
ren Phasen-Amplitudenkopplung begriindet [CAR05|. Zum anderen werden die stér-
ker geddmpften Relaxationsoszillationen von Quantenpunktlasern fiir deren kleinere
Sensitivitit gegeniiber Riickkopplung verantwortlich gemacht [OBR03al [CAR0Gal. In
unserem Modell kénnen sowohl die Phasen-Amplitudenkopplung (iiber den a-Faktor)
als auch die Ddmpfung der Relaxationsoszillationen (iiber den optischen Fiillfaktor I")
getrennt voneinander variiert werden. Die Auswirkungen beider Parameter werden in
den folgenden beiden Abschnitten untersucht.

8.3.1. Abhangigkeit der Laserdynamik vom a-Faktor

In diesem Abschnitt wird die Verdnderung des Bifurkationsdiagramms durch eine
Erh6hung des a-Faktors von o« = 1 auf o = 3 diskutiert. Der optische Fiillfak-
tor ist wieder auf den stark geddmpfte Relaxationsoszillationen beschreibenden Wert
I' = 0.0011 gesetzt. Das zugehérige Bifurkationsdiagramm ist in Abb. abge-
bildet. Es zeigt deutlich strukturelle Verdnderungen gegeniiber dem Bifurkationsdia-
gramm fiir « = 1, das in Abb. dargestellt ist. Die kritische Riickkopplungsstéarke,
bei der die erste Hopfbifurkation stattfindet, verschiebt sich hin zu einem kleineren
Wert K.(a = 3) = 0.04 gegeniiber K.(ow = 1) = 0.072 fiir &« = 1. In dem in Abb.
betrachteten Bereich der Riickkopplungsstiarke von K.. = 0 bis K., = 0.8 sind
nun drei Bifurkationskaskaden sichtbar, die von Bereichen stabiler Laseremission un-
terbrochen sind. Dadurch wird bestétigt, dass auch in unserem Modell die Laserdiode
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Abbildung 8.14.: Bifurkationsdiagramm der Photonendichte in Abhén-

gigkeit von der Riickkopplungsstiirke K., bzw. von K2, gemessen in dB. Die
griine, gestrichelte Linie markiert die Hopfbifurkation mit der niedrigsten
Riickkopplungsstéirke K. = 0.04, schwarze, strich-punktierte Linien markie-
ren Riickkopplungsstirken an denen neue Moden-Antimoden-Paare der ex-
ternen Resonatormoden mit negativer Frequenzverschiebung gegeniiber der
Frequenz des solitdren Lasers entstehen. Die maximale Stromdichte betrégt
das 2.5-fache der Schwellstromdichte fiir die Laserdiode ohne Riickkopp-
lung jiu (I = 0.0011) = 3708 Acm~2 . Parameterwerte: [ = 25mm, a = 3,
I' = 0.0011 und # = 7; sonstige Parameter wie in Tabelle Bl @ Mogli-
che Frequenzverschiebung in Abhéngigkeit der Riickkopplungsstiarke K. fiir
a = 3 bei gegenphasiger Wiedereinkopplung (© = m) des Lichts. Darge-
stellt sind approximative Losungen der transzendenten Gleichung (B3] fiir
[ =25mm.
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mit zunehmender Phasen-Amplitudenkopplung sensibler auf optische Riickkopplung
reagiert. Diese Beobachtung stimmt gut mit den Ergebnissen der bereits in der Einlei-
tung dieses Kapitels erwithnten Studie von Carroll et al. [CAR06a] tiberein. Sie unter-
suchten die Temperaturabhingigkeit des Ausgangssignals eines Quantenpunktlasers
unter dem KEinfluss von Riickkopplung in einem Temperaturbereich zwischen 20°C
bis 50°C. Mit steigender Temperatur wird der Laser bereits bei kleineren Riickkopp-
lungsstéirken instabil. Dies begriinden sie durch einen mit der Temperatur deutlich
ansteigenden a-Faktor, den sie ebenfalls gemessen haben.

Jede Bifurkationskaskade beginnt mit einer Hopfbifurkation einer rotierenden Welle.
Dieser ersten Bifurkation schlieffen sich weitere an, die schlieflich zu chaotischen Be-
reichen fithren. Der Weg in das Chaos kann aber von Kaskade zu Kaskade unterschied-
lich sein. Zeitserien und Spektren werden nur fiir den Bereich K.. = 0 bis K.. = 0.5
betrachtet, da das hier verwendete LK-artige Modell fiir Riickkopplungsstidrken ab
K. ~ 0.3 keine verlésslichen Aussagen liefert (siehe Kapitel L2]). Die erste Kaskade
werden wir bei der Analyse der Zeitserien und Spektren in Abb. und Abb.
noch genauer betrachten.

Qualitative Anderungen des Bifurkationsdiagramms stimmen mit der Entstehung von
Moden-Antimoden-Paaren externer Resonatormoden mit negativer Frequenzverschie-
bung Aws < 0 gegeniiber der Schwellwertfrequenz wyy, der solitdren Laserdiode tiberein.
Moden-Antimoden-Paare mit negativer Frequenzverschiebung sind in Abbildung Abb.
und Abb. mit schwarzen, strich-punktierten Linien gekennzeichnet. Fiir
die zweite Kaskade féllt die Entstehung eines Paares mit dem Beginn eines chaotischen
Bereiches zusammen. Bei der dritten und vierten Kaskade stimmt die Entstehung der
Paare eher mit periodischen Fenstern iiberein. Ahnliche Ergebnisse erhielten auch Hohl
und Gavrielides [HOH99]. Die Autoren untersuchten einen Quantengrabenlaser mit
externer Riickkopplung in der Néhe der Laserschwelle sowohl experimentell als auch
theoretisch. Mit einem dimensionslosen LK-Modell errechneten sie ein Bifurkations-
diagramm der Maxima der Feldamplitude in Abhéngigkeit der Riickkopplungsstérke.
Sie fanden, dass der Beginn der chaotischen Bereiche in ihrem Bifurkationsdiagramm
mit der Entstehung neuer Modenpaare iibereinstimmt. Bei dem Ubergang von dem
chaotischen zu dem Bereich stabiler stationérer Laseremission wird die jeweils neu
erzeugte Knoten-Losung stabil.

In Abb.RIHlist eine Ausschnittsvergroferung des Bifurkationsdiagrammes Abb.
wiedergegeben. Blaue, strich-punktierte Linien bezeichnen wieder Riickkopplungsstéar-
ken, flir die ein Ausschnitt der Zeitserie, das Spektrum sowie die Projektionen der
Trajektorie auf die (ne,npp)- und die (np,np,)-Ebene betrachtet werden. Abb.
zeigt Zeitserie und Spektrum ohne Riickkopplung (K., = 0) und mit Riickkopplung
in stabilen, stationdren Zustdnden vor der ersten Kaskade (K. = 0.02) und nach der
ersten Kaskade (K. = 0.16). Wieder ist vor der ersten Hopfbifurkation eine Entdamp-
fung der Relaxationsoszillationen zu beobachten. Die Frequenz der Relaxationsoszil-
lationen vor der Kaskade vpo(Ke. = 0.02) = 2.3GHz stimmt fast mit der Frequenz
fir die solitére Laserdiode vro(Ke. = 0) = 2.0 GHz iiberein. Dies ist zu erwarten, da
dem System nur die externe Resonatormode zur Verfiigung steht, die aus der solitdren
Lasermode hervorgegangen ist (siehe Abb. .

Hinter der Kaskade existiert eine deutlich niedrigere Frequenz von etwa 1 GHz und
zwei weitere nicht gut aufgeldste Frequenzen bei etwa 3GHz und 4 GHz. Bei der
Frequenz von 4 GHz handelt es sich um die Frequenz der Relaxationsoszillationen fiir
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Abbildung 8.15.: Ausschnittsvergroferung des Bifurkationsdiagramms der
Photonendichte fiir « = 3 und T' = 0.0011 iiber K., und K2, im Bereich
von K. = 0 bis K.. = 0.5. Blaue, strich-punktierte Linien markieren Riick-
kopplungsstérken, fiir die Zeitserien und Spektraldichten diskutiert werden.

Parameterwerte sind wie in Abb. [8.14(a)|
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Abbildung 8.16.: Zeitserie und Spektrum ohne Riickkopplung (K. = 0), im
stabilen, stationédren Zustand vor (K. = 0.02) und nach der ersten Kaskade

(Kee = 0.16). Andere Parameterwerte wie in Abb. |8.14(a)
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K.-Werte innerhalb der zweiten Bifurkationskaskade (0.405 < K. < 0.465).
Beginnend bei kleinen Riickkopplungsstiarken wird das System bei K. = 0.04 in einer
Hopfbifurkation einer rotierenden Welle instabil. In unmittelbarer Néhe des Bifurka-
tionspunktes ist fiir anwachsende K. das fiir eine Hopfbifurkation typische wurzelfor-
mige Ansteigen der Maxima der Photonendichte erkennbar. Abb. zeigt einen
Ausschnitt der Zeitserie mit entddmpften Relaxationsoszillationen, das Spektrum und
die Projektionen auf die (ne,npp)- und die (np,n,,)-Ebene. Die Projektionen der Tra-
jektorie zeigen Grenzzyklen. Dabei ist der Rotationssinn wie in dem stark geddmpften
Fall (I' = 0.0011) ohne Riickkopplung (sieche Abb.[7[(a) und (e)) im Uhrzeigersinn fiir
die Elektronen und entgegen des Uhrzeigersinns fiir die Locher. Dies stimmt mit der
Rotationsrichtungen der Grenzzyklen im Fall eines kleinen a-Faktors von a = 1 iiber-
ein (siehe Abb. . Das Spektrum zeigt die Frequenz der Relaxationsoszillationen
VRO (Kee = 0.05) = 2.3 GHz sowie deren Harmonische.

Bei K.. = 0.074 findet eine Periodenverdoppelungsbifurkation statt. Abb.
zeigt Zeitserienausschnitt, Spektrum sowie Phasenraumprojektionen fiir K., = 0.08.
Die Frequenz der Relaxationsoszillationen betrégt vro(Ke. = 0.08) = 2.3 GHz. Der
Peak bei %I/RO markiert die Periodenverdoppelung. Die Phasenraumprojektionen zei-
gen zweifach gewickelte Orbits.

Abb. zeigt Zeitserienausschnitt, Spektrum sowie Phasenraumprojektionen von
K.. = 0.1098. Bei dieser Riickkopplungsstirke wird ein weiteres Moden-Antimoden-
Paar von externen Resonatormoden fiir das System verfiighar (siche Abb. BI4). In
dem Bifurkationsdiagramm zeigt sich an dieser Stelle eine abrupte Vergroferung des
Attraktors. Die Zeitserie wirkt auf den ersten Blick wie eine Oszillation der Peri-
ode drei. Sie besteht aus Drei-Peak-Oszillation, die sich zusammensetzen aus einer
Schwingung groker Amplitude von etwa 15 - 10* cm™2, gefolgt von einer Schwingung
deutlich kleinerer Amplitude von 6.5 - 102cm™2, an die sich eine Schwingung mitt-
lerer Amplitude mit etwa 12 - 10* cm™2 anschlieft. Allerdings sind die Amplituden
aufeinanderfolgender Drei-Peak-Oszillationen nicht wie bei einer Schwingung der Pe-
riode drei exakt gleich groff. Die Bewegung in dem Phasenraum erfolgt deshalb nicht
auf einem dreifach gewickelten Orbit, sondern auf einer volumingseren Struktur. Dies
konnte ein Hinweis darauf sein, dass das System chaotisch ist. Auch das Spektrum
zeigt nicht die fiir eine Oszillation der Periode drei typischen Peaks bei é und % der
Grundfrequenz. Es sind hingegen fiinf deutlich unterscheidbare Frequenzen zu erken-
ne, die iiber einen ,yverrauschten“ Hintergrund hinausragen. Die niedrigste Frequenz
v = 1 GHz ist die Wiederholungsfrequenz der Drei-Peak-Oszillationen. Der Peak bei
v = 3.06 GHz wird durch die Schwingung mit der kleinsten Amplitude gefolgt von der
mit der mittleren bewirkt. Der grofste Peak im Spektrum bei v = 2 GHz wird durch
das Aufeinanderfolgen der Schwingungen mit der mittleren und mit der gréfiten Ampli-
tude verursacht. Dies ist ungefahr die Frequenz der Relaxationsoszillationen nach der
ersten Hopfbifurkation. Der Peak bei vro(Kee = 0.1098) = 4.1 GHz kommt durch das
Aufeinanderfolgen der Schwingung mit der groften Amplitude und der Schwingung
mit der kleinsten zu Stande. Es ist genau die Frequenz der Relaxationsoszillationen
fiir das System nach der ersten Bifurkationskaskade. Das Auftreten der beiden Re-
laxationsoszillationsfrequenzen konnte auf ein Nebeneinander der Mode, die aus der
solitdren Laserdiode entstanden ist, und der neu hinzugekommenden Knoten-Losung
hindeuten.

Am Ende der ersten Bifurkationskaskade fir K.. = 0.1385 tritt noch einmal ein pul-
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Abbildung 8.17.: Erste Bifurkationskaskade: Zeitserienausschnitte, Spektral-
dichten sowie Projektionen auf die (ne,npp)- und die (np,npy)-Ebene fiir
a =3 und I' = 0.0011 fiir Riickkopplungsstiarken zwischen K.. = 0.05 und
K. = 0.138 (blaue, strich-punktierte Linien (b)-(e) in Abb. RI5). Andere
Parameterwerte wie in Abb.
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sierender Zustand der Photonendichte auf. In Abb. sind ein Ausschnitt der
Zeitserie, das Spektrum, sowie die Phasenraumprojektionen wiedergegeben. Die Zeitse-
rie besteht aus einer Aneinanderreihung von reguléren Fiinf-Peak-Oszillationen, die im
Folgenden als Pulspakete bezeichnet werden. Das Spektrum zeigt klar voneinander se-
parierte Peaks ohne ,verrauschten Hintergrund. Jedes der Pakete beginnt mit einer
Schwingung groker Amplitude von 15.5 - 10* cm ™2, gefolgt von zwei Relaxationsoszil-
lationen kleinerer Amplitude (9 - 10* cm™2 und 7 - 10* cm~2). An diese schlieft sich
eine Schwingung mit der zweithchsten Amplitude von 15 - 102 cm™2 an. Das Puls-
paket wird von einer Schwingung mit einer Amplitude von 7 - 10* cm™2 beendet, die
wieder als Relaxationsoszillation gedeutet werden kann. Die niedrigste Frequenz in
dem Spektrum vpp(K,.. = 0.1385) = 0.65 GHz ist der Einhiillenden der Pulspakete
zuzuordnen. Die Frequenz der Relaxationsoszillationen macht sich durch einen kleinen
Peak bei vro(Kee = 0.1385) = 4.1 GHz bemerkbar. Die Fiinf-Peak-Oszillation kann
als Analogon der reguléren Pulspakete fiir o = 1 gewertet werden. Sie enthélt jedoch
deutlich weniger ausgeprigte Relaxationsoszillationen. Daher spiralt sich die Trajek-
torie nicht so eng auf wie in dem Fall kleiner Phasen-Amplitudenkopplung o = 1
(sieche Abb. BI0). Ein weiterer Unterschied ist, dass die Trajektorie innerhalb eines
Pulspakets zweimal in die Region niedriger Ladungstrégerinversion und damit kleiner
optischer Verstarkung reinjiziert wird. Dies driickt sich in der Zeitserie durch zweima-
liges deutliches Absinken der Photonendichte innerhalb einer Fiinf-Peak-Oszillation
aus.

Zweite Bifurkationskaskade

Fiir grofere K..-Werte geht das System wieder in einen stabilen, stationdren Zu-
stand iiber. Die Photonendichte dieses Fixpunktes steigt mit der Riickkopplungsstarke
schwach an. Bei K1 = 0.27 unterlduft das System einer Hopfbifurkation einer rotie-
renden Welle. Deutlich zeigt sich das wurzelférmige Anwachsen der Maxima der Photo-
nendichte oberhalb des Bifurkationspunktes. In Abb. sind Zeitserienausschnitt,
Spektrum und Phasenraumprojektionen fiir K.. = 0.33 dargestellt. Die Zeitserie zeigt
die fiir die Bewegung auf einem periodischen Orbit typischen entddmpften Relaxati-
onsoszillationen konstanter Amplitude. Aus dem Spektrum wird ersichtlich, dass die
Frequenz der Relaxationsoszillationen nun vro (K. = 0.33) = 4.1 GHz betragt.

Bei K. = 0.406 vergrofsert der Attraktor sein Volumen deutlich und es schliefft sich ein
chaotisch wirkendes Band an. In der Zeitserie fiir K. = 0.405 (siehe Abb. , also
kurz vor dem Einsetzen des chaotisch wirkenden Bereichs, ist deutlich eine Oszillation
der Periode drei zu erkennen. Die Projektionen der Phasenraumtrajektorie bewegen
sich auf dreifach gewickelten periodischen Orbits. Das Frequenzspektrum zeigt die fiir
eine Oszillation der Periode drei typischen Maxima bei der Frequenz der Relaxations-
oszillationen vro (K. = 0.405) = 4.1 GHz sowie bei %I/RQ und %VRo. Das System
scheint dieses Mal einen anderen Weg in das Chaos zu wéhlen, da keine Kaskade von
Periodenverdoppelungsbifurkationen aufgelost ist. Interessant ist bei diesem Bereich
instabiler Laseremission, dass die Projektionen der Trajektorie auf die (ne,npp)-Ebene
nun ebenso wie die Projektion auf die (np,n,,)-Ebene im Gegenuhrzeigersinn ver-
lauft. Sie legt also nicht mehr den Rotationssinn im Uhrzeigersinn an den Tag, der
dem stark gedampften Fall (I' = 0.0011) ohne Riickkopplung eigen ist (sieche Abb. [.7]]
(a)). Stattdessen verhilt sich die Trajektorie wie in dem Ubergangsregime zwischen
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Abbildung 8.18.: Zweite Bifurkationskaskade: Zeitserienausschnitte, Spektral-
dichten sowie Projektionen auf die (ne,npp)- und die (np,npy)-Ebene fiir
a =3 und I' = 0.0011 und Riickkopplungsstéirken zwischen K.. = 0.33 und
K. = 0.4625 (blaue, strich-punktierte Linien (g)-(j) in Abb. BIH). Andere
Parameterwerte wie in Abb.
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dem stark gedampften und dem oszillatorischen Regime (siehe Abb. [T (b)). Damit
gleicht die Dynamik der Laserdiode fiir den groferen a-Faktor von oo = 3 eher der eines
gewOhnlichen Quantengrabenlasers, bei dem die Trajektorie in der Projektion auf die
aus Photonendichte und Inversionsladungsdichte n(t) = n, +nj — N VAL aufgespannte
Ebene entgegen des Uhrzeigersinns rotiert. Wie genau der Ubergang von einer Bewe-
gung des Systems auf einem stabilen periodischen Orbit zu einer Bewegung innerhalb
des chaotischen Attraktors fiir K. > 0.406 stattfindet, muss noch untersucht werden.
In Abb. ist ein Zeitserienausschnitt, ein Spektrum sowie die Phasenraum-
projektionen fiir K.. = 0.44, also innerhalb des chaotisch wirkenden Attraktors,
(blaue, strich-punktierte Linie i in Abb. BIH) dargestellt. Die Zeitserie besteht aus
unregelméfigen Pulspakten, zwischen denen die Photonendichte auf Null abfallt. Ei-
nes dieser Pulspakete ist zwischen 307.1ns und 309.1ns dargestellt. Die einzelnen
Schwingungen eines Pakets erfolgen mit der Frequenz der Relaxationsoszillationen
VRO (Kee = 0.44) = 4.1 GHz . Das Spektrum zeigt ein fiir chaotische Bewegungen typi-
sches breites Band nicht aufgeldster Frequenzen. Aus diesem heben sich zwei, ebenfalls
stark verbreiterte, Frequenzberge hervor. Der niedrigfrequente Peak bei vpp(K.. =
0.44) = 1 GHz ist die Frequenz der Einhiillenden der Pulspakete. Der hoherfrequente
Peak bei vpo(Kee = 0.44) = 4.8 GHz ist die Frequenz der Relaxationsoszillationen,
die sich innerhalb des chaotischen Bandes um 0.7 GHz erhoht hat. Die Phasenraum-
projektionen zeigen, dass der Attraktor ein grofsen Phasenraumvolumen einnimmt, wie
es fiir chaotische Attraktoren typisch ist.

Bei K. = 0.463 reduziert der Attraktor sein Volumen drastisch und wird wieder zu
einem periodischen Orbit in der Phase, was einen stabilen, stationdren Zustand in
der Photonendichte bedeutet. Abb. zeigt Zeitserienausschnitt, Spektrum und
Phasenraumprojektionen fiir K.. = 0.4625, also kurz vor der Bifurkation. Fiir kleines
a =1 und I' = 0.0011 treten kurz vor dem Zusammenfall des Attraktors regulire
Pulspakete auf (siche Abb. und Abb. BI0). Auch in diesem Fall sind Pulspakete
zu erkennen, die aber wesentlich irreguldrer sind. In dem Phasenraum nimmt der At-
traktor ein groferes Volumen als fiir den Fall a« = 1 ein. Es bleiben aber Reinjektionen
in den Bereich geringer Ladungstriagerinversion erhalten, die fiir den Zustand pulsie-
render Ladungstrégerinversion typisch sind. Die Frequenz der Relaxationsoszillationen
betrigt nun vro (K. = 0.4624) = 4.9 GHz . Neben der Frequenz der Einhiillenden der
Pulspakete vpp = 0.83 hebt sich noch deren erste Harmonische aus dem Band nicht
aufgeloster Frequenzen ab. Vermutlich liegt ein dhnlicher Mechanismus wie bei den
reguldren Pulspaketen fiir = 1 und I' = 0.0011 zugrunde. Ist dies der Fall konnte die
Irregularitét der Pulspakete darauf hindeuten, dass sich fiir hohere a-Faktoren kom-
plexere dynamische Szenarien ausbilden. Dadurch kann die Entwicklung der einzelnen
Instabilitdten und Pulsationen nicht mehr so gut nachverfolgt werden. Dies wiére in
Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Carroll et al. [CAR0Ga].

8.3.2. Abhadngigkeit der Laserdynamik von dem I'-Faktor

In diesem Abschnitt wird der Einfluss des optischen Fiillfaktors I' auf das Bifurkati-
onsdiagramm der Laserdiode untersucht. Dazu wird ein kleiner a-Faktor von o = 1
und ein optischer Fiillfaktor I' = 0.0015 in dem oszillatorischen Regime gewéhlt. Das
Bifurkationsdiagramm fiir K.. = 0.0 bis K.. = 0.8 ist in Abb. dargestellt. Es
zeigt wie fiir den stark gedampften Fall (« = 1,I' = 0.0011) nur eine Bifurkationskas-
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Abbildung 8.19.: @ Bifurkationsdiagramm der Photonendichte iiber K.
und K2, in dB. Die griine, punktierte Linie markiert die Hopfbifurkation

mit der niedrigsten Riickkopplungsstirke K.. = 0.053. @ Ausschnitts-

vergroferung des Bifurkationsdiagrammes der Photonendichte iiber K. im

Bereich von K.. = 0 bis K., = 0.25. Die maximale Stromdichte betrigt
das 2.5-fache der Schwellwertstromdichte fiir die Laserdiode ohne Riickkopp-
lung ji (T = 0.0015) = 2408 Acm 2. Parameterwerte: [ = 25mm, o = 1,

I' = 0.0015 und © = 7; andere Parameter wie in Tabelle Bl
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kade (vergleiche Abb. [B4]). Die Laserdiode reagiert im Vergleich zu diesem sensibler
auf optische Riickkopplung. So betrdgt die kritische Riickkopplungsstéirke, bei der die
erste Hopfbifurkation auftritt, nun K, = 0.053 im Vergleich zu K, = 0.072. Die Diode
bleibt jedoch ldnger stabil als fiir den stark geddmpften Fall mit hoherem a-Faktor
(o« = 3,I' = 0.0011), fir den die kritische Riickkopplungsstirke K. = 0.04 betrégt.
Die Ausschnittsvergroferung Abb. zeigt, dass die Gestalt der Bifurkationskas-
kade sehr &hnlich zu der in dem stark geddmpften Regime mit kleinem a-Faktor ist
(vergleiche Abb. BH). Nach einer priméren Hopfbifurkation folgt eine Kaskade von
Periodenverdoppelungsbifurkationen, die in das Chaos fiithrt. Der chaotische Bereich
zeigt ebenfalls mehrere periodische Fenster. Besonders markant ist ein breites Fenster
der Periode zwei fir die Werte von K., = 0.115 bis K., = 0.13. Damit ist es etwas
schmaler als in dem stark gedampften Fall, fiir den es von K. = 0.115 bis K. = 0.16
reicht. Am Ende der Bifurkationskaskade zeigen sich wieder reguldre Pulspakete. Die-
se gehen bei exakt der gleich Riickkopplungsstirke wie fiir den stark gedampften Fall
K. = 0.21623 in einen stabilen, stationdren Zustand iiber. Der optische Fiillfak-
tor scheint nur einen geringfiigigen Einfluss auf die Gestalt der Instabilitdtsbereiche
zu haben. Auf die Anzahl der Bifurkationskaskaden hat er dem Anschein nach keinen
Einfluss. Das lésst sich aus dem Losungsansatz externer Resonatormoden fiir das Glei-
chungssystem (G.I1)) verstehen: Die Entstehung neuer Moden-Antimodenpaare, das
heifst die Anzahl der Losungen der transzendenten Gleichung (83]), ist unabhéngig
von dem optischen Fiillfaktor I'. Damit entstehen durch eine Erhohung des I'-Faktors
keine neuen Fixpunkte des dynamischen Systems.

Abhingigkeit der Laserdynamik von I' und «a

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass sowohl eine Erhchung des a-Faktors als auch
eine Erhohung des optischen Fiillfaktors I' dazu fiihren, dass das System bereits bei
geringeren Intensitdten des riickgekoppelten Lichts instabil wird. Die kritische Riick-
kopplungsstirke K., bei der die Laserdiode in einer Hopfbifurkation instabil wird,
verringert sich. Anschaulich ist verstdndlich, dass ein System mit grokem I'-Faktor,
das ausgepragte schwach gedampfte Relaxationsoszillationen ausfiihrt, schneller durch
Storungen instabil wird, als ein System mit kleinerem I'-Faktor. Einem System mit
kleinerem I'-Faktor, das sich mit stark geddmpften weniger prononciierten Relaxati-
onsoszillationen seinem Fixpunkt néhert. Da eine Erhéhung des a-Faktors die Losungs-
struktur des Gleichungssystems (G.I1]) veréndert, ist sein Einfluss auf das dynamische
Verhalten der Laserdiode mit Riickkopplung grofser als der des I'-Faktors. Eine Vergro-
ferung des a-Faktors erhoht zusétzlich die Zahl der Wechsel zwischen Bereichen in der
Riickkopplungsstarke mit stabiler stationarer Laseremission und instabilen Bereichen.
In Abb. ist die kritische Riickkopplungsstiarke K. in Abhéngigkeit von I' und «
aufgetragen. Farbkodiert ist die kritische Riickkopplungsstéirke K.(a,T'). Dabei wird
der a-Faktor von a = 0.1 bis a = 5 variiert. Niedrige Werte entsprechen eher a-
Faktoren in Quantenpunktlasern, hthere Werte den a-Faktoren in Quantengrabenla-
sern (vergleiche Abschnitt B.0)). Der optische Fiillfaktor variiert zwischen I" = 0.0011
und T' = 0.0017. Dabei findet der Ubergang von dem stark gedidmpften in das oszil-
latorische Regime fiir einen optischen Fiillfaktor von I' ~ 0.0014 statt (siehe [L7I)(c)).
Die in den letzten Abschnitten gefundenen Abhéngigkeiten der kritschen Riickkop-
plungsstarke von o und I' werden durch Abb. bestéatigt. Die kritische Riick-
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kopplungsstarke K. fillt in der Abbildung von links unten, dem Bereich kleiner a-
und I'-Faktoren, nach rechts oben, dem Bereich groferer a- und I'-Faktoren, von
K¢ max(I' = 0.0011, = 0.1) = 0.9 bis K¢ min(I' = 0.0017,c« = 5) = 0.02 ab. In dem
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Abbildung 8.20.: Abhéngigkeit der Stabilitéit des Lasers von o und I'. Farb-
kodiert ist die Riickkopplungsstiarke K., bei der die Hopfbifurkation mit
der niedrigsten Riickkopplungsstéirke stattfindet. Der a-Faktor variiert von
a = 0.1 bis @« = 5 und der optische Fiillfaktor von I' = 0.0011 bis I' = 0.0017.
Die schwarze Linie markiert den Beginn des oszillatorischen Regimes. Die
Stromdichte betridgt das 2.5-fache des Schwellstroms fiir den jeweiligen I'-
Wert. Parameterwerte: [ = 25mm und © = 7; andere Parameter wie in

Tabelle B 11

betrachteten Parameterbereich ist der Hopf-Punkt stirker von dem a-Faktor als von
dem I'-Faktor abhéngig. So variiert die kritische Riickkopplungsstirke bei festgehal-
tenem I'-Faktor maximal um AK. = 0.06, wiahrend sie bei festgehaltenem a-Faktor
fiir variable I'-Faktoren nur maximal um AK. = 0.03 variiert. Desweiteren ist er-
sichtlich, dass oberhalb eines optischen Fiillfaktors von I' = 0.0014, das heifst in dem
oszillatorischen Regime, K. kaum mehr von dem I'-Faktor abhéngig ist.

8.4. Phasenabhangigkeit des
Bifurkationsdiagramms

Wie schon in dem Abschnitt beschrieben, ist in dem Regime kurzer Kavitéten
die Laseremission von der Phase des zuriickgekoppelten Lichts abhéngig. Dies wird
in diesem Kapitel fiir das Gleichungssystem (6.11]) genauer untersucht. In Abb.
sind Maxima und Minima der Photonendichte fiir einen Zyklus der Phase des riickge-
koppelten Lichts von 0 bis 27 dargestellt: einmal fiir eine kleine Riickkopplungsstérke
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von K. = 0.07 (Abb. @ und einmal fiir eine grofere Riickkopplungsstéarke von
Kee = 0.2 (Abb. . Es wird der einen Quantenpunktlaser beschreibende stark
geddmpfte Fall (I' = 0.0011) mit kleiner Phasen-Amplitudenkopplung (o = 1) gewihlt.
Die griine, punktierte Linie zeigt die Gleichgewichtsphotonendichte ohne Riickkopp-
lung an.

Fiir die schwache Riickkopplungsstirke von K.. = 0.07 (siche Abb. bleibt
die Laserdiode iiber den gesamten Zyklus hinweg in einem stabilen, stationéren Zu-
stand. Deshalb fallen Maxima und Minima zusammen. Bei gegenphasiger Einkopplung
des Lichts aus der externen Kavitat wird die Photonendichte des gesamten Lasers,
aufgrund von destruktiver Interferenz, verringert. Der Kurvenverlauf ist jedoch nicht
symmetrisch, weshalb der Bereich destruktiver Interferenz nicht ganz von %77 bis %71
reicht. Der Grund dafiir wird aus der Gleichung fiir die Gleichgewichtsphotonendichte
nph,s [80al) ersichtlich. So ist nyp, s nicht nur direkt tiber das Argument des Kosinus
von der Phase des riickgekoppelten Lichts © abhéngig, sondern auch iiber die La-
dungstrigerdichten und die Frequenzverschiebung Aw;. Da bei den gewédhlten Riick-
kopplungsstéirken der Einfluss der Riickkopplung auf die Ladungstragerdichten gering
ist, bewirkt die ©-Abhéngigkeit von Awy (vergleiche (??)) wahrscheinlich den groften
Beitrag. Abb. zeigt ein Bifurkationsdiagramm fiir eine héhere Riickkopplungs-
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Abbildung 8.21.: FEinfluss der Riickkopplungsphase auf die Photonendichte
fir K.. = 0.07 @ und K,.. = 0.2 Die griine punktierte Linie bezeichnet
die Photonendichte des stabilen, stationdren Zustands ohne Riickkopplung.
Die maximale Stromdichte betrégt das 2.5-fache der Schwellstromdichte fiir
die Laserdiode ohne Riickkopplung j;(I' = 0.0011) = 3708 Acm 2. Para-
meterwerte: | = 25mm, o = 1, I' = 0.0011; andere Parameterwerte wie in
Tabelle .11

starke von K. = 0.2. Aus Abb. (identisch mit Abb. BHl) wird ersichtlich, dass
die Laserdiode fiir diese Riickkopplungsstirke und gegenphasige Wiedereinkopplung
(© = m) chaotisches Verhalten zeigt. Abhéngig von © sind in Abb. stabile und
instabile Bereiche zu erkennen. Bei ©® = 27 befindet sich der Laser in einem stabi-
len, stationdren Zustand. Fiir fallende © wird bei ® = 1.267 die Laserdiode in einer
Hopfbifurkation instabil. Bei © = 1.147 folgt ein kurzer, chaotisch wirkender Bereich,
der in ein Fenster der Periode zwei iibergeht. An dieses Fenster schliefst sich ein wei-
teres chaotischen Band fiir © = 1.107 an. Der Attraktor erhoht zuerst sein Volumen,
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um dann bei © = 0.957 abrupt wieder auf einen stabilen Grenzzyklus in der Phase
iiberzugehen. Kurz vor dem Zusammenfallen des Attraktors zeigen die Zeitserien der
Photonendichte wieder regulare Pulspakete. In Abb. sind Bifurkationsdiagramme
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Abbildung 8.22.: Bifurkationsdiagramme der Photonendichte iiber der Riick-
kopplungsstiirke K.. und K2, in dB in dem stark gedimpften Regime fiir
ausgewahlte Werte der Phase des riickgekoppelten Lichts ©: @ 0 =0,
: © =73, 0 =, @: O = %71. Die maximale Stromdichte be-
tragt das 2.5-fache der Schwellstromdichte fiir die Laserdiode ohne Riickkopp-
lung jiu, (T = 0.0011) = 3708 Acm~2. Parameterwerte: [ = 25mm, a = 1,
I' = 0.0011; andere Parameterwerte wie in Tabelle 5.1

der Photonendichte iiber der Riickkopplungsstirke fiir © = 0 (Abb. [8.22(a))), © = 7/2
(Abb. B:22(b)), © = 7 (Abb. und © = 37/2 (Abb. fir den stark
geddmpften Fall (I' = 0.0011, o = 1) dargestellt. Sie zeigen, dass sich zum einen die
Gestalt der Bifurkationskaskade mit © &dndert. Das heiftt, die Art der Bifurkationen
in dem Instabilitdtsbereich verandert sich. Zum anderen verschiebt sich die Lage der
Bifurkationskaskade beziiglich der Riickkopplungsstérke. Dies muss in Folgearbeiten
genauer untersucht werden.

Das Bifurkationsszenario aus Abb. hat Ahnlichkeit zu den Ergebnissen von Heil
et al. [HEIO3a)]. Ein von ihnen berechnetes Bifurkationsdiagramm der Feldamplitude in
Abhéangigkeit der Phase des riickgekoppelten Lichts fiir eine Zyklus von —m bis 7 ist in
Abb. reproduziert. Es ist ein kurzer Bereich stabiler Laseremission zu erkennen.
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Abbildung 8.23.: Bifurkationsdiagramm der Feldamplitude fiir einen Zyklus
der Phase des riickgekoppelten Lichts €}, von —7 bis 7. Reproduziert aus

[HEIO3a].

Fiir fallende Phasen wird das System auch bei ihnen in einer Hopfbifurkation einer
rotierenden Welle instabil und unterlduft darauf einer Torusbifurkation. Fiir den Wert
—1.95 der Phase wichst der Attraktor dramatisch an. In diesem Regime zeigt die
Laserdiode zunehmend regulérer werdende Pulspakete. Der deutlich kleinere Bereich,
in dem das von ihnen untersuchte System stabil ist, ist wieder ein Indiz dafiir, dass
Quantenpunktlaser weniger sensibel auf Riickkopplung reagieren als Quantentroglaser.
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9. Zusammenfassung und
Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Verhalten eines Quantenpunktlasers mit schwacher opti-
scher Riickkopplung von einem externen Spiegel untersucht. Ein einfaches und erfolg-
reiches Modell zur Beschreibung schwacher optischer Riickkopplung fiir Quantentro-
glaser ist das Lang-Kobayashi-Modell (LK-Modell) [LANS0al, [TAR95a, [TAR9S|. Da-
her wurde es in dieser Arbeit fiir die Kombination mit einem Ratengleichungsmodell,
das die Einschaltdynamik eines Quantenpunktlaser gut beschreibt [MALO7, [MALQG,
[LUE0S, [LUEQN94], ausgewéhlt. Mit dem kombinierten Modell kann einerseits wie beim
LK-Modell optische Riickkopplung modelliert werden, anderseits wird die komplizier-
tere Ladungstragerdynamik eines Quantenpunktlasers berticksichtigt. Das kombinier-
te Modell beinhaltet mit dem a-Faktor und dem optischen Fillfaktor I' zwei wichtige
Laserparameter, die getrennt voneinander variiert werden konnen. Der a-Faktor ist
ein Malfs fiir die Stidrke der Phasen-Amplitudenkopplung. Der I'-Faktor beschreibt die
Kopplung zwischen dem elektrischen Feld in der Kavitdt und der Ladungstrigerin-
version in den Quantenpunkten. Beide Parameter haben Einfluss auf die Stabilitdt
der Laserdiode unter optischer Riickkopplung. Quantenpunktlaser zeichnen sich durch
eine kleine Phasen-Amplitudenkopplung und einen kleinen optischen Fiillfaktor aus.
Damit wird ihre im Vergleich zu Quantentroglasern geringere Sensibilitéat beziiglich op-
tischer Riickkopplung begriindet [OBR04]. In der vorliegenden Arbeit wurde in dem
Regime kurzer Kavitdten die Stabilitdt der Laserdiode unter optischer Riickkopplung
in Abhéngigkeit des a- und des I'-Faktors fiir ausgewahlte Parameterséitze untersucht.
Kurze Kavitédten sind im Hinblick auf Multisektionslaser mit integrierten passiven
Sektionen technologisch besonders interessant [RADOT, [UKHO04]. Zu Quantenpunkt-
lasern liegen meines Wissens nach in diesem Regime noch keine Veroffentlichungen
vor. In dieser Arbeit wurde herausgefunden, dass fiir grofere a-Faktoren das System
bereits bei geringeren Riickkopplungsstiarken instabil wird. Auch wird das Bifurkati-
onsszenario der Photonendichte in Abhéngigkeit der Riickkopplungsstérke fiir starkere
Phasen-Amplitudenkopplung komplexer und zeigt eine steigende Anzahl von Bifurkati-
onskaskaden. Dies kann wahrscheinlich darauf zuriickgefithrt werden, dass die Anzahl
der Fixpunkte fiir das gesamte System (Laserdiode und Spiegel) mit dem a-Faktor
ansteigt. Der Einfluss des optischen Fiillfakors I' auf die Stabilitét der Laserdiode ist
geringer. Fiir steigenden I'-Faktor erhoht sich zwar ebenfalls die Sensibilitdt der La-
serdiode beziiglich optischer Riickkopplung, die Struktur der Instabilitdten &ndert sich
aber nicht grundlegend. Die Abhéngigkeit des dynamischen Verhaltens der Laserdiode
unter optischer Riickkopplung ist in Ubereinstimmung mit experimentellen Ergebnis-
sen [CARO6al. Desweiteren wurde fiir den Fall kleiner Phasen-Amplitudenkopplung
und stark geddmpfter Relaxationsoszillationen ein pulsierender Zustand der Photonen-
dichte gefunden. Dieser dhnelt den Ergebnissen von Heil et al. fiir einen gewohnlichen
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Quantentroglaser mit kurzer externer Kavitat [HEIOTal [HEI03a].

Zusétzlich wurde der Einfluss der Phase, mit der das an dem externen Spiegel reflek-
tierte Licht wieder in die Laserdiode eingekoppelt wird auf die Stabilitét der Laserdiode
untersucht. In dem Regime kurzer Kavitidten zeigt das untersuchte Gleichungssystem
eine Abhingigkeit von der Phase des riickgekoppelten Lichts in Ubereinstimmung mit
experimentellen und theoretischen Ergebnissen fiir Quantentroglaser [HEI03al [JONO1].

9.1. Ausblick

Um die Stabilitdtsanalyse der Laserdiode mit Riickkopplung zu vervollstdndigen ist
eine Bestimmung der Eigenwerte des Gleichungssysteme in Abhéngigkeit der Riickkop-
plungsstéirke notwendig [DAHO04D]. Dies ist besonders interessant um den Mechanis-
mus, der die Pulsation der Photonendichte hervorruft, zu verstehen. Heil et al. stellten
fest, dass die beobachteten reguldren Pulspakete das Pendant zu Fluktuationen der
Intensitét niedriger Frequenz (engl. low frequency fluctuations) [SAN94] fiir das Re-
gime kurzer Kavitaten sind. Es ist daher interessant, die Robustheit dieses Phanomens
beziiglich der Lange der externen Kavitéit zu untersuchen.

Fiir die Stabilitétsanalyse und den Vergleich mit anderen Ratengleichungsmodellen fiir
Quantenpunktlaser [ERNQTa] ist sicher eine dimensionslose Formulierung des Modells
vorteilhaft.

Bisher wurde in dem Modell der a-Faktor als unabhéngig von der Frequenz und der
Schwellstromdichte angenommen, was fiir Quantenpunkte nur eine unzureichende N&-
herung ist [SCHO04d, MELQG]. In anderen Ratengleichungsmodellen fiir Quantenpunkt-
laser werden die a-Faktoren aus einem Anteil fiir die Benetzungsschicht und einem
Anteil fiir die Quantenpunkte zusammengesetzt. Desweiteren werden beide Anteile als
linear mit der Frequenz variierend angesetzt [OBR04, [Poster-DDAYS08-GIO]. Wie wir
in Kapitel gesehen haben, hingt die Stabilitdt der Laserdiode entscheidend vom a-
Faktor ab. Daher scheint eine genauere Beschreibung der Phasen-Amplitudenkopplung
eine lohnenswerte Erweiterung fiir das Modell zu sein.

Auch ware es interessant kompliziertere Riickkopplungsterme, zu betrachten. Von be-
sonderem Interesse ist dabei eine nicht invasive Riickkopplung, die stabilisierend auf
das System einwirkt [FLUOQT, [SCHO7, [DAHO8D|. Experimentell kann diese tiber ein
Fabry-Perot-Interferometer realisiert werden.

In Experimenten hat sich herausgestellt, dass in direktmodulierten integrierten Zwei-
sektionslasern Modulationsraten bis zu 40 GHz realisiert werden konnen (gegeniiber
etwa 10GHz der solitiren Laserdiode) [RADOT]. Dies mit Hilfe einer Grundlosun-
gen des Gleichungssystems (externe Resonatormoden) fiir das vorliegende Modell zu
verstehen, scheint sehr reizvoll.
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A. lto-Transformation

A.1. Theoretische Grundlagen

Wird die spontane Emission in der Gleichung fiir die elektrische Feldamplitude be-
trachtet, muss diese als eine komplexe stochastische Differentialgleichung (Langevin
Gleichung) behandelt werden:

Ox(t)

ot
Dabei sind a(z,t) und b(z,t) komplexwertige Funktionen und &(¢t) = &1 (t) + i&a(t)
eine ,schnell fluktuierende* komplexe Zufallsvariable. Diese wird als Gaufl’sches wei-

fes Rauschen beschrieben. Dies bedeutet, dass die Zufallsvariable zu verschiedenen
Zeitpunkten als statistisch unabhéngig angenommen wird:

(@), () =0t —t) VteR.

Ihr Realteil £&; und ihr Imaginérteil & zu jedem Zeitpunkt ¢ wird ebenfalls als statis-
tisch unabhéngig angenommen, d.h es gilt

= a(x,t) + bz, t)E(1). (A1)

1
@xﬂ@m@3>:§@m&t—ﬂ) Vi, t'eR, I,me{l,2}.
Zusétzlich ist ihr Erwartungswert zeitunabhénig und wird gleich Null gesetzt

(&(t)) = 0.

Mit < . > ist die statistische Mittelwertbildung gemeint. Am anschaulichsten wird die
stochastische Differentialgleichung ([A.J]) als Integralgleichung interpretiert:
t t
2(t) = x(to) = / ala ('), ¢t + / bl ('), ¢]dW (). (A2)

to to

Dabei wurde das Inkrement eines komplexen Wiener-Prozesses formal durch
AW (t) = E(t)dt & dWy +idWa = (& +i&)dt

eingefiihrt. Ein komplexer Wiener-Prozess ist eine stetige, aber nirgends differenzier-
bare, Abbildung von einem Zeitintervall [tg,¢;] in die komplexen Zahlen

W [to,t1] = C  t — W(1),

derart, dass Real- und Imaginérteil des Bildpunktes W () zu jedem Zeitpunkt ¢ normal-
verteilte Zufallsvariablen sind. Die Normalverteilung gibt dem ,Gaufs’sches Rauschen*
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seinen Namen. Fiir das stochastische Integral in (A.2)), muss ein neuer Integralbegriff
eingefithrt werden. Es wird erst einmal fiir reelle Wiener-Prozesse

W:lto,t1] = Rt — W(t)

definiert, lasst sich aber leicht auf komplexe verallgemeinern.
Das sogenannte [to-Integral ist fiir einen reellen Wiener-Prozess W {iber

/to GE)AW (8 = it Z; Gt [ (1) — W(ti)]} (A3)

definiert. Mit G ist eine reellwertige stetige Funktion bezeichnet. Diese wird fiir das
Folgende als nicht-antizipierend angenommen, was heifit, dass G(t) fiir alle Zeiten
t statistisch unabhéngig von W(s) — W (t) fiir s > ¢ ist. Physikalisch interpretiert
bedeutet dies, dass die Grofe G(t) und damit auch die Losung der stochastischen Dif-
ferentialgleichung ((A)) nicht von dem zukiinftigen Verhalten des Systems abhingig
ist. Mit mw-limit wird die Grenzwertbildung im Quadratmittel bezeichnet. Dies be-
deutet, dass eine Folge von Zufallsvariablen {X,}>°, genau dann im Quadratmittel
gegen eine Zufallsvariable X konvergiert, wenn

. / B 20— lim _ox\2\
nh/n;O Rp(t)[Xn(t) X(t)]"dt 'nl/oo<(X" X)) =0

gilt. Dabei wurde gleichzeitig noch die bereits oben erwahnte statistische Mittelwertbil-
dung mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsdichte p(t) definiert. Aus dem Ito-Integralbegriff
folgt fiir Potenzen der Inkremente eines Wiener-Prozesses:

t 2N P G(t)dt fir N =0
/ G |av ) = iy G(E)E - fi . NeN
to 0 fir N >0
Dies soll im Folgenden mit
dW(t)> =dt und dW(t)*™N =0 (A.4)

abgekiirzt werden. Hieraus erschliefst sich der entscheidende Unterschied zwischen dem
Umgang mit dem Ito-Kalkiil und gewohnlicher Analysis: Locker formuliert konnen Ter-
me, die quadratisch in den Inkrementen eines Wienerprozesses sind, nicht mehr ver-
nachlisst werden, da |dW (t)| fast iiberall (d.h. bis auf eine Menge von Maf Null) von
der Grofenordnung \/m ist. Zusatzlich sind Inkremente von Wiener-Prozessen wieder
Wienerprozesse und zu verschiedenen Zeitpunkten statistisch unabhéngig voneinan-
der. Aus (A4 ergibt sich ein als [to’s-Formel bekannter Ausdruck fiir die stochasti-
schen Differentialgleichung einer Funktion f[z(t)] von der Losung einer stochastischen

Differentialgleichung = [GARSH]:

dfz(t)] = {ale(t),] f'[z()] + ba(t), 1] £ [x(t)] }dt
+ 0l (t), 8] fla(t)]dW (t).

(A.5)

Dabei sollen die eckigen Klammern ausdriicken, dass f von der ganzen Funktion x
und nicht nur von dem Wert x(¢) von x an der Stelle ¢ abhéngig ist und ’ steht fiir die
Funktionalableitung von f nach der Funktion z.
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A.2. Anwendung auf Bewegungsgleichung ohne
Riickkopplung

In diesem Abschnitt wird die Bewegungsgleichung fiir die komplexe elektrische Feldam-
plitude von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten transformiert. Die Ausfiih-
rung richtet sich nach [FLUQ7|. Fiir die komplexe Feldamplitude gilt:

g(t) = Ex(t) + z'gy(t) M g(t) _ a(t)eiqﬁ(t).

Mit a(t) = \/Npi(t) ist die reelle Amplitude von £ bezeichnet. Die zu transformierende
Gleichung fiir die Feldamplitude (61]) nimmt ohne Riickkopplung (K. = 0) formuliert
als stochastischen Differentialgleichung die Gestalt

| Ry
d€ = {—i(w —ww) +T'(G(n) — Gy,) } Edt + 71) dw (t)
g
an. Dabei ist dW (t) = dW,(t) + idW,(t) das Inkrement des komplexen Wiener-

Prozesses in kartesischen Koordinaten. Zusatzlich wurde abkiirzend die Rate ~ ein-
gefiihrt. Die Transformation f[€] auf die neuen Koordinaten Z und ¢ wird durch

= +i¢:=In(a) +in(e”®) = In[&, +i &) = fIE]

definiert. Fiir die neuen Koordinaten folgt direkt aus Ito’s Formel (A5 oder mit Hilfe
des Ito-Kalkiils:

= A& +igy) A& + i€
d=-i0) == 3 z‘syy Tt z‘syy)2 (A.62)

9

_ %{ (7 —i(w— wth)>5dt + R;” (AW, + i dW,)}

(A.6b)

— % [('y —i(w — wth))gdt + R;p

Der letzte Term in (AZBH) ist Null, da aus den Rechenregeln (A4) und dW,dW, = 0
sich dW? zu Null ergibt:

2
(dW, + idWy)] .

2
dW? = [(dWm + idWy)] — dW2 +2i AW, dW, — dW? = 0.
~—— —— /
dt 0 dt

Nun kann die Gleichung (A.6]) in Real- und Imaginérteil aufgespalten werden, indem
& beziiglich der neuen Variablen = und ¢ ausgedriickt wird £~1 = e~ Zet?:

9

Ry =
d= = ~dt + 2pe = cos(¢)dW, — sin(¢)dW, (A.7a)
W=
Rsp —= .
dp = (w — wyp)dt — — ¢ sin(¢)dWy, 4 cos(¢)dW,, . (A.7b)

AW,
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Fiir die in (A7) eingefiihrten Inkremente dWz und dWj, gilt:

() - () 285) () oo

R($)

Sie entstehen also durch eine Drehung R(¢) aus den Inkrementen in kartesischen Ko-
ordinaten. Da Drehungen zu den orthogonalen Transformationen gehdren, sind die
Inkremente dWz= und dW, wieder statistisch unabhéngige Wiener-Prozesse. Wieder
die Ito-Formel (A.) benutzend konnen die Gleichungen (A.7)) nun von den Koordina-
ten = und ¢ auf die Photonendichte N, = a(t)? = €*= und die Phase ¢ transformiert
werden. Mit der Transformationsvorschrift f[Z] = €% folgt:

deh = {27Nph + Rsp}dt + \/ 2Rsprh dWE (A8a)

R
dp = (w — wyp) dt — L AW, (A.8b)
2Ny,
Daraus ergibt sich ein Differentialgleichungssystem fiir die Photonendichte n,;, :=
Npn/A und die Phase ¢:

9

. R
Nph = QF{G(TL) — Gth}nph + Tp + anh (A.9a)

¢ = (W —win) = Fp. (A.9Db)

Die Rauschterme haben die Eigenschaften:

) i,
(B0 By (1)) = 2Repmynd(t — 1) (Fyl)Falt)) = 5 2-0(t 1),
ph

A.3. Transformation der Bewegungsgleichung
mit Riickkopplung

Mit Riickkopplung wird genauso verfahren wie im vorhergehenden Abschnitt. Aus-
gangspunkt ist die Gleichung (6I0) fir die komplexe elektrische Feldamplitude, die
hier noch einmal wiedergegeben wird, um passende Abkiirzungen einfiihren zu kénnen:

£ =(1—ia) %{FWA(ne(t) +np(t) — N9P) — li} E(t)

=g
K. .
+—= €98, (t)+ Fe(t).

Tin

(A.10)

Rec

In der obigen Gleichung (A.I0) wurde der effektive Gewinn

§= 3 {TWA(n(t) + ma(t) — N9P) — i},
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die Riickkopplungsverlustrate
KGC

Tin

Rec =

sowie die Notation &, (t) := E(t — Te) eingefiihrt. Die Rauschterme haben die Eigen-
schaft:

(Fe(t)Fi(t)) = BARG, 6(t — 1) (Fi(t)F; (t") = %ﬁARspél-jé(t — ).

R

Die stochastischen Differentialgleichungen fiir die neuen Koordinaten = = In(a(t)) und
¢ ergeben sich zu:

= = = R
== {g + Rece=mc "= cos(¢p — ¢, + @)}dt +e 7Y/ 5dWE

do = {ag — Tec€=Tec "= sin(¢ — ¢r., + @)}dt + 675\/ %dW(b.

Eine weitere Transformation auf die Photonenzahl N, = e?Z und anschliefende Di-
vision durch A liefert folgende Bewegungsgleichungen fiir die Photonendichte n,;, =

Npn/A und die Phase ¢:
Tph, :{FWA(ne +np — Nop) — ”}nph + BRsp

KGC
V Nphﬂ'echh COS((b - (bTec + 6) + /BARSP(n€7 nh) + anh'

Tin

(A.1la)

+2

gz'b :%{FWA(’I’Le + np — NQD) — Ii}

K A.11Db)
ec Nph Tec - (

_ ylec _ - .

Pt / 7Nph sin(¢ — ¢r,, +©) — Fy

Die reellen Rauschterme haben die Korrelationseigenschaften:

(Frpp (0)F,, (1)) = 2BRgp(ne, np)npnd(t —t')

(PO (e) = et e — ),
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