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Erhöhung vonS. Sämtliche Modellparameter blieben sonst un-
verändert. Unteres Bild: Kumulatives Artenspektrum. . . . . . . . 79

6.10 Kritische EinstrahlungScrit gegen¨uber der Mutationsrater. Die
solare Einstrahlung wurde so gew¨ahlt, daßT0(S) = Topt= 22:5�C.
Die angegebenen Werte sind Durchschnittswerte aus 10 Simulati-
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Die Gaia-Hypothese

Erste Arbeiten zur Modellierung der Wechselwirkung zwischen Vegetation und
Klima wurden von Kostitzin durchgef¨uhrt (Kostitzin, 1935). Er realisierte da-
bei Vernadsky’s Vorstellung (Vernadsky, 1926) von dieser Wechselwirkung in ei-
nem mathematischen Modell der Koevolution von Atmosph¨are und Vegetation.
Im Rahmen der Suche nach m¨oglichem Leben auf anderen Planeten des Son-
nensystems entwickelte Lovelock die Vorstellung einer selbstregulatorischen Er-
de (Lovelock, 1965). Betrachtet man die Zusammensetzung der Atmosph¨are von
Venus, Erde und Mars, so stellt man fest, daß die beiden unbelebten Planeten Ve-
nus und Mars sich diesbez¨uglich in einem chemischen Gleichgewicht befinden,
während der Zustand der Erde deutlich davon abweicht. Lovelock und Margulis
(1974) formulierten die “Gaia-Hypothese” als die Selbstregulation des Systems
Erde durch und f¨ur die Biosphäre. Sie pr¨agten daf¨ur den aus der Biologie der Zelle
entlehnten Begriff der “Hom¨oostase”. Diese Vorstellung war zuerst auf die atmo-
sphärischen Regelungsprozesse beschr¨ankt, wurde aber im folgenden auf weitere
Bereiche des Erdsystems (Ozean, Kontinente) ausgeweitet. Dies m¨undete schließ-
lich in einer Vorstellung der Erde als “Superorganismus”, der gegen externe und
interne St¨orungen seine Funktionen aufrecht erh¨alt (Lovelock, 1989; Lovelock,
1991; Volk, 1998). Analog der Physiologie von Lebewesen spricht man beim
Erdsystem von “Geophysiologie” (Krumbein, 1983). EinÜberblicküber den ge-
genwärtigen Stand der Gaia-Forschung ist in (Lenton, 1998) gegeben.

Im Rahmen der Modellvorstellung von einer wechselwirkenden Biogeosph¨are
wurde zur Untermauerung dieser Thesen das Daisy-World-Modell entwickelt, um
auf einer konzeptuellen Ebene die Selbstregulationseigenschaften an einem ge-
koppelten Klima-Vegetationsmodell aufzuzeigen. Gegen¨uber den “klassischen”
Ansätzen zur Vegetationsmodellierung (Esser, 1991; L¨udeke et al., 1995) mit ei-
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ner Vielzahl von Gleichungen und Parametrisierungen bieten solche strukturell
sehr einfachen Modelle den Vorteil, analytisch oder auch numerisch voll verstan-
den werden zu k¨onnen. Solche “Minimalmodelle” (Moiseev und Svirezhev, 1979)
sind daher bestens geeignet, die grundlegenden Prozesse, die zwischen Geosph¨are
und Biosphäre wirken, zu beschreiben. Insbesondere kann auf diesen Modelltyp
das Instrumentarium der Theorie Dynamischer Systeme (Schuster, 1989; Ott et
al., 1994) angewendet werden. Diesemi-quantitativeModellierung liefert allge-
meine Aussagen ¨uber das Systemverhalten, ohne von der gew¨ahltenquantitativen
Parametrisierung abh¨angig zu sein. Maßgeblich ist vielmehr dasqualitativeVer-
halten.

Die aus der semi-quantitativen Modellierung des Klima-Biosph¨arensystems
hervorgegangenen dynamischen Systeme zeichnen sich durch Multistabilit¨at aus.
Der jetzige Zustand des Erdsystems kann daher als ein Zustand aus einer Viel-
zahl möglicher Biosph¨aren gesehen werden. Die Erdevolution l¨aßt sich in diesem
“virtuellen Biosphärenkonzept” (Svirezhev und von Bloh, 1998) als Folge von
Bifurkationen auffassen.

Aktualität und Bedeutung gewinnt dieser Zugang durch die Global Change
Problematik: Das Erdsystem wird durch die Menschheit u.a. durchÄnderung der
Atmosphärenzusammensetzung massiv gest¨ort. Erste Ergebnisse dieses globalen
Experiments k¨onnen im IPCC Report (Bolin et al., 1996) nachgelesen werden.
Bei der Vorhersage solcher anthropogen induzierter Ver¨anderungen st¨oßt man im-
mer wieder auf ein grundlegendes Problem: Experimente mit dem Erdsystem als
ganzes sind nicht m¨oglich. In internationalen Forschungsprogrammen (WCRP)
(WCRP, 1994) und IGBP (IGBP, 1994) wird deshalb versucht, ein komplexes,
analoges Modell des Erdsystems zu gewinnen. Deren Entwicklung wird aber in
absehbarer Zukunft nicht abgeschlossen sein, zudem ist die Analyse fast eben-
so komplex wie das Erdsystem selbst. Diese Problematik zeigt sich – wie schon
oben bei der Vegetationsmodellierung erw¨ahnt – in allen Teilbereichen eines all-
umfassenden Erdsystemmodells. Der hier vorgestellte Ansatz, mit stark verein-
fachten Modellen in der Erdsystemanalyse zu arbeiten (siehe auch Schellnhuber
und Wenzel, 1998), kann diese Schwierigkeiten umgehen und Orientierung f¨ur
die “Analogmodellierung” geben.

1.2 Beispiele geophysiologischer Regelungsprozesse
im Erdsystem

Die postulierten geophysiologischen Regelprozesse sind nicht nur Ergebnis theo-
retischer Modelle, sondern lassen sich auch in der Realit¨at finden. An zwei Bei-
spielen soll dies illustriert werden.
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DMS-produzierende Bakterien. Als Beispiel von auf der Erde zu beobach-
tende geophysiologische Regelungsprozesse lassen sich zun¨achst Dimethylsulfid
(DMS)-produzierende Bakterien anf¨uhren (Charlson et al., 1987), die ¨uber Wol-
kenbildung regulativ auf das Erdklima einwirken. Dabei wirkt das von den Bakte-
rien abgegebene DMS als Kondensationskeim f¨ur Wolkenbildung. Bei Tempera-
turerhöhung steigt durch die gesteigerte Bioproduktivit¨at die DMS-Konzentration
in der Atmosph¨are. Die dadurch erzielte vermehrte Wolkenbildung verringert die
Temperatur durch die h¨ohere Albedo. Diese negative R¨uckkopplung bewirkt eine
Selbststabilisierung der Temperatur. Zum anderen erm¨oglicht die DMS-Abgabe
einen Transport der Bakterien durch Aerosole in der Luft. Die induzierte Wolken-
bildung stimuliert Aufwinde, mit denen Bakterien in die Atmosph¨are transportiert
werden (Hamilton und Lenton, 1998).

Karbonat-Silikat-Verwitterung. Als weiteres Beispiel kann die Karbonat-Silikat-
Verwitterung angesehen werden, die die globale Temperatur ¨uber geologische
Zeiträume stabilisiert. Durch den Verwitterungsprozeß wird CO2 permanent aus
der Atmosph¨are entfernt und in Karbonat-Silikat Gestein fixiert.Über Vulkanis-
mus wird der Atmosph¨are dagegen CO2 zugeführt, so daß sich schließlich ein
Gleichgewicht zwischen Quellen und Senken einstellt. Die Verwitterung nimmt
dabei mit der globalen mittleren Temperatur exponentiell zu, w¨ahrend die Quelle
in einer ersten N¨aherung als konstant angenommen wird. Bei Erh¨ohung der Tem-
peratur wird also mehr CO2 aus der Atmosph¨are entfernt, so daß aufgrund des
verminderten Treibhauseffekts die Temperatur sinkt. Somit stellt sich eine nega-
tive Rückkopplung ein, die sich stabilisierend auf die Globaltemperatur auswirkt,
wobei die Biosph¨are zus¨atzlich verstärkend auf die Verwitterung einwirkt.

Basierend auf einer Arbeit von Lovelock und Whitfield (1982) haben Caldeira
und Kasting (1992) ein r¨uckgekoppeltes Modell einer solchen Wechselwirkung
entwickelt, um damit die Lebensspanne der Biosph¨are absch¨atzen zu k¨onnen. Da
die Leuchtkraft der Sonne best¨andig zunimmt, verringert sich die CO2-Konzen-
tration in der Atmosph¨are, bis für die photosynthetisch aktiven Organismen der
untere Schwellwert f¨ur die Photosynthese erreicht wird (� 10 ppm für C4 Pflan-
zen) und zu deren Aussterben f¨uhrt. Abb. 1.1 zeigt die Globaltemperatur bei an-
steigender solaren Einstrahlung f¨ur den Zeitraum von 3:5 Milliarden Jahre f¨ur
das rückgekoppelte Caldeira-Kasting-Modell. Die gestrichelte Linie gibt dabei
die Entwicklung der Temperatur bei konstantem CO2 (entsprechend dem heuti-
gen Wert) an. Es ist deutlich der auf die Globaltemperatur stabilisierend wirkende
Einfluß der Verwitterung zu erkennen. Die Temperaturentwicklung bei konstanter
CO2-Konzentration liefert f¨ur die Vergangenheit Temperaturen unter 0�C, was im
Widerspruch zu der Tatsache steht, daß es seit 3.8 Ga fl¨ussiges Wasser auf der
Erdoberfläche gegeben hat (Sagan und Mullen, 1972). R¨uckgekoppelte geophy-
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Abbildung 1.1: Entwicklung der globalen Temperatur bei ansteigender solaren
Einstrahlung. Die gestrichelte Linie gibt die Entwicklung bei konstanter, auf den
heutigen Wert fixierten CO2-Konzentration in der Atmosph¨are an.

siologische Systeme k¨onnen also eine Erkl¨arung für das sogenannte “Faint Young
Sun”-Paradoxon liefern, d.h. die Existenz von fl¨ussigem Wasser bei einer in der
Vergangenheit geringeren solaren Einstrahlung. Die Biosph¨are übt dabei einen
katalytischen Einfluß auf die Verwitterung aus, indem die CO2-Konzentration im
Boden erh¨oht wird. Neuere Arbeiten zu diesem Thema ber¨ucksichtigen die Geo-
dynamik der Erde aufgrund ver¨anderter Kontinentfl¨achen und vulkanischer Akti-
vität als der Hauptsenke und -quelle von CO2 (Franck et al., 1999a; Franck et al.,
1999b).

1.3 Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist in folgende Teile gegliedert: Zuerst wird das Daisy-
World-Modell in seiner Ursprungsformulierung vorgestellt und hinsichtlich sei-
ner Systemeigenschaften analysiert. Durch diffusive Kopplung gelangt man dann
zu einer räumlich eindimensionalen Formulierung des Modells. Im n¨achsten Teil
wird ein allgemeinerer Ansatz zur Klima-Vegetationskopplung angegangen. Mit
Hilfe zweier grundlegender Annahmen ¨uber die Produktivit¨at und der Albedo-
abhängigkeit werden die universellen Eigenschaften (Bestimmung der Gleich-
gewichtslösungen und deren Stabilit¨at) eines solchen Modells untersucht. Insbe-
sondere k¨onnen nichtlineare Wellenl¨osungen des r¨aumlichen Modells identifiziert
werden, wobei diese Eigenschaften auch auf das Daisy-World-Modell ¨ubertragen
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werden können. Dieses einfache Modell wird dann um einen globalen Kohlen-
stoffkreislauf erweitert.

Im daran anschließenden Teil wird das Daisy-World-Modell wieder aufgegrif-
fen und zu einem r¨aumlich 2-dimensionalen Modell erweitert. Dabei wird eine
Formulierung als zellul¨arer Automat gew¨ahlt, so daß die Differentialgleichung in
einen endlichen Satz nicht-deterministischer Regeln transformiert werden kann.
Die Regeln werden dabei so gew¨ahlt, daß die r¨aumlich homogene L¨osung dem
ursprünglichen Daisy-World-Modell entspricht. Das so modifizierte Modell er-
laubt die Koexistenz beliebig vieler Arten. Zudem ist durch die r¨aumlich expli-
zite Formulierung die Modellierung von Fragmentierungen der Wachstumsfl¨ache
möglich. Insbesondere der Einfluß der Fragmentierung auf die Artenverteilung
und dem Selbstregulationsverm¨ogen des Systems soll dabei n¨aher betrachtet wer-
den.

Abschließend werden die Ergebnisse aus den verschiedenen Zug¨angen zur
geophysiologischen Modellierung zusammengefaßt.
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Kapitel 2

Lovelock-Watson-Modell
(“Daisy-World”)

2.1 Modellbeschreibung

Abbildung 2.1: Strahlungsbilanz des Planeten. Die Temperatur ergibt sich aus dem
Gleichgewicht zwischen Ab- und Einstrahlung.

Das im Bereich der geophysiologischen Modellierung als eine Art “Spielzeugmo-
dell” von Watson und Lovelock (1983) vorgestellte Daisy-World-Modell soll im
folgenden kurz beschrieben werden. In diesem Modell (Abb. 2.1) wird von einem
Planeten mit einer Oberfl¨achenalbedoα0 ausgegangen. Die Absorption kurzwel-
liger Strahlung h¨angt von der Oberfl¨achenalbedo in der Form

Ŝ(1�α0) (2.1)
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ab. Die Emission im langwelligen (thermischen) Bereich ergibt sich aus

σBT4
; (2.2)

mit σB= 4σ, σ Stefan-Boltzmann Konstante. Die GleichgewichtstemperaturT0(Ŝ)
bestimmt sich durch Gleichsetzen von (2.1) und (2.2) zu

T0(Ŝ) =

�
Ŝ(1�α0)

σB

� 1
4

; (2.3)

deren Wert von der solaren EinstrahlungŜabhängt. Der Planet kann von zwei ver-
schiedenen Arten von Vegetation bewachsen werden, die sich nur in ihrer Albedo
unterscheiden:

1. Art 1 mit Albedoα1 < α0 und FlächenanteilN1

2. Art 2 mit Albedoα2 > α0 und FlächenanteilN2

Die unterschiedliche R¨uckstrahlfähigkeit bezieht sich nur auf den Bereich kurz-
welliger, sichtbarer Strahlung, das Emissionsverhalten beider Arten im langwelli-
gen (thermischen) Bereich ist identisch. Wenn man die Gesamtfl¨ache des Planeten
auf 1 normiert, so berechnet sich die unbewachsene Restfl¨achex zu

x= 1�N1�N2;

womit die erlaubten Werte vonN1 bzw. N2 auf das Intervall[0;1] eingeschr¨ankt
sind. Die mittlere Albedoα des Planeten im sichtbaren Bereich bestimmt sich
dann zu

α = N1α1+N2α2+xα0;

so daß die mittlere GleichgewichtstemperaturT des Planeten aufgrund der Strah-
lungsbilanz nach

σBT4 = Ŝ(1�α) (2.4)

berechnet wird. Als n¨achstes m¨ussen die lokalen TemperaturenT1, T2 der beiden
Arten ermittelt werden, die wegen der unterschiedlichen Albedo von der mittleren
Temperatur abweichen. Dazu werden Strahlungsbilanzgleichungen jeweils f¨ur die
von der Art 1 und 2 bedeckten Fl¨ache aufgestellt:

σBT4
i = Ŝ(1�αi)+k((1�α)� (1�αi)) (2.5)

= Ŝ(1�α)+(Ŝ�k)(α�αi)

= σBT4+q(α�αi) mit q= Ŝ�k

Der Parameterk gibt dabei die Gr¨oße des Energieaustausches zwischen den Arten
an.k = 0 bedeutet dabei eine thermische Isolation der beiden Arten, w¨ahrend für

18



k= Ŝ(entsprichtq= 0) die lokalen Temperaturen gleich der mittleren Temperatur
T sind (vollständiger Temperaturausgleich). Daq> 0 gilt, ist die lokale Tempe-
ratur Ti stets kleiner als die mittlere Temperatur, fallsαi größer als die mittlere
Albedoα ist.

Für das Wachstum beider Arten wird ein m¨oglichst einfacher Ansatz gew¨ahlt.
Die Wachstumsrate soll in einem Temperaturtoleranzintervall(Tmin;Tmax) größer
Null sein. Für (Tmin+Tmax)=2 soll diese Funktion ihr Maximum annehmen. Eine
mögliche Realisation stellt eine parabelf¨ormige Funktionβ(T) der Form

β(T) =

� 4
∆T2(T�Tmin)(Tmax�T) ;Tmin < T < Tmax

0 , sonst
(2.6)

mit ∆T = Tmax�Tmin dar, die in Abb. 2.2 graphisch dargestellt ist und sich f¨ur
beide Arten nicht unterscheidet. Das Wachstumsverhalten der beiden Arten kann
daher nur aufgrund der lokal unterschiedlichen Temperaturen voneinander abwei-
chen.

Abbildung 2.2: Graphische Darstellung der gew¨ahlten Wachstumsfunktionβ(T)
als Funktion der Temperatur.

Die zeitliche Entwicklung f¨ur die FlächenanteileN1 bzw. N2 wird durch ein
nichtlineares dynamisches System bestimmt:

Ṅ1 = f1(N1;N2) = N1(β(T1)x� γ)
Ṅ2 = f2(N1;N2) = N2(β(T2)x� γ) (2.7)
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Parameter Wert

α0 0.5
α1 0.25
α2 0.75
σB 5:75�10�5

Ŝ0 9:17�105

q 2:06425�109

Tmin 5
Tmax 40
γ 0.1

Tabelle 2.1: Parameterwahl des Lovelock-Watson-Modells f¨ur die Simulati-
onsläufe entsprechend Watson und Lovelock (1983).

γ bezeichnet dabei eine konstante, von der Art oder Temperatur unabh¨angige Ster-
berate. Dieses einfache nichtlineare Zweigleichungssystem l¨aßt sich in seiner zeit-
lichen Entwicklung analytisch nicht mehr l¨osen und muß daher numerisch inte-
griert werden.

Betrachtet wird nun das Verhalten des Systems bei kontinuierlicher Erh¨ohung
der solaren EinstrahlungS, d.h.

Ŝ= Ŝ(t) = Ŝ0(1+s� t):

Zur Vereinfachung wird die solare Einstrahlung in Einheit der solaren Einstrah-
lung gemessen, die dem Gleichgewicht des vegetationslosen Planeten, d.h. f¨ur
Albedoα� α0 bei der optimalen WachstumstemperaturTopt entspricht, d.h.:

Ŝ= S
σBT4

opt

1�α0

Numerisch wird das System mit einem Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung mit ad-
aptiver Steuerung der Schrittweite (z.B. durch den in (Press et al., 1988) beschrie-
benen Algorithmus und dessen Implementierung in der Funktionodeint ). Die
Parameter wurden von Watson und Lovelock (1983) ¨ubernommen (Tab. 2.1). Das
Ergebnis für die mittlere TemperaturT und der Vegetationsfl¨achenanteileN1, N2

ist in Abb. 2.3 in Abhängigkeit vonSgraphisch dargestellt. Im Vergleich dazu ist
gestrichelt die mittlere Temperatur des unbelebten Planeten eingezeichnet, dessen
zeitliche Entwicklung sich in einem Intervall vonS= [1;2] kraß von der des beleb-
ten Planeten unterscheidet. Die globale Temperatur des Planeten wird durch die
Existenz der Vegetation f¨ur einen großen Bereich vonSnahezu konstant gehalten.
Es lassen sich dabei mehrere Bereiche unterscheiden: F¨ur S2 [1:85;2] existiert
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nur eine Art (N1 6= 0), während für das Intervall[1;1:85] beide Arten koexistieren.
Schließlich existiert nur noch die Art mit der h¨oheren Albedo. Eine analytische
Bestimmung dieser Bereiche wird Inhalt des n¨achsten Abschnittes sein.

Abbildung 2.3: Zeitliche Entwicklung des Lovelock-Watson-Modells bei
Erhöhung der solaren EinstrahlungS. Oberes Bild: GlobaltemperaturT als Funk-
tion der solaren EinstrahlungS, wobei die gestrichelte Linie die Temperaturent-
wicklung des unbelebten Planeten angibt. Unteres Bild: Korrespondierende Ent-
wicklung der von Art 1 und Art 2 bedeckten Fl¨achenN1 bzw.N2.

2.2 Fixpunktanalyse

2.2.1 Bestimmung der Fixpunkte

Eine ausf¨uhrliche Analyse des Lovelock-Watson-Modells findet sich in (Saunders,
1994). Dessen Analyse wird in diesem Abschnitt kurz nachvollzogen, um dann
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um die Bestimmung des Regelbereichs in Abh¨angigkeit der Vegetationsalbedo
und der Habitatfragmentierung erweitert zu werden.

Das System (2.7) nimmt f¨ur konstanteSstets eine station¨are Lösung an. Diese
stationären Lösungen sind die Fixpunkte des dynamischen Systems, die sich aus
der Bedingung

Ṅ1 = 0^ Ṅ2 = 0 (2.8)

bestimmen lassen. Da diėNi laut Gl. 2.7 multiplikativ von denNi abhängen, lassen
sich 3 Fälle für Gl. 2.8 unterscheiden:

1. N1 = 0^N2 = 0

2. N1 = 0;N2 > 0_N2 = 0,N1 > 0 (Existenz genau einer Art)

3. N1 6= 0^N2 6= 0 (Koexistenz beider Arten)

Alle 3 Fälle werden der Reihe nach diskutiert:

1. N1 = 0^N2 = 0: Dieser Fixpunkt entspricht dem Zustand des unbelebten
Planeten, f¨ur die sich die mittlere Temperatur direkt aus Gl. 2.3 bestimmen
läßt.

2. N1 = 0_N2 = 0: Aus der BedingunġN1 = 0 beiN1 > 0 folgt

β(T1)(1�N1)� γ = 0: (2.9)

Setzt man (2.6) und (2.4) in (2.9) ein, so erh¨alt man eine implizite Glei-
chung, die nur noch vonN1 abhängt. Numerische Nullstellensuche liefert
dann den Fixpunkt f¨urN1> 0 undN2= 0. Gl. 2.4 liefert dann die zugeh¨orige
global MitteltemperaturT. Analog berechnet sich der Fixpunkt f¨ur N2 > 0.

3. N1 > 0^N2 > 0: Für den Koexistenzfixpunkt muß gelten:

β(T1)x� γ = β(T2)x� γ (2.10)

Da die unbedeckte Fl¨achex undγ für beide Seiten der Gl. 2.10 ¨ubereinstim-
men, gilt weiter:

β(T1) = β(T2)

T1 = Topt�T2 (2.11)

Aus dieser Bedingung folgt sofort, daß eine Koexistenz in einem station¨aren
Zustand nur mit maximal 2 Arten m¨oglich ist! Subtrahieren der Gleichun-
gen 2.6 für T1, T2 voneinander und Ersetzen vonT2 laut Gl. 2.11 liefert den
Ausdruck

T4
1 �T4

2 = T4
1 � (T1�Topt)

4 = Ŝ(α2�α1);

der sich als Polynom 3. Ordnung nachT1 auflösen läßt. Durch Einsetzen der
Lösung in (2.4) und (2.9) lassen sichN1, N2 und die mittlere TemperaturT
für den Koexistenzfixpunkt bestimmen.
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2.2.2 Stabilitätsanalyse der Fixpunkte

Linearisieren des Differentialgleichungssystems am FixpunktfN?
1,N?

2g und Be-
stimmen der Eigenwerte der resultierenden Jacobi-Matrix

J =

 
∂ f1
N1

(N?
1;N

?
2)

∂ f1
N2

(N?
1;N

?
2)

∂ f2
N1

(N?
1;N

?
2)

∂ f2
N2

(N?
1;N

?
2)

!

ermöglicht qualitative Aussagen bez¨uglich der Stabilität der Lösungen in einer
Umgebung des Fixpunktes. F¨ur das vorliegende 2-dimensionale System l¨aßt sich
das Verhalten nach den Vorzeichen der beiden Eigenwerteλ1 undλ2 von J klas-
sifizieren:

1. λ1 < 0, λ2 < 0 Falls beide Eigenwerte negativ sind, liegt ein attraktiver
Fixpunkt vor: Der Fixpunkt ist stabil.

2. λ1 �λ2 < 0 Es liegt ein hyperbolischer Fixpunkt vor. Nur in Richtung eines
Eigenvektors ist der Fixpunkt attraktiv, sonst repulsiv.

3. λ1 > 0, λ2 > 0 Der Fixpunkt ist repulsiv und damit instabil.

Für das Lovelock-Watson-Modell lassen sich alle Fixpunkte f¨ur unterschiedliche
solare EinstrahlungenSbestimmen und deren Stabilit¨at analysieren.

Das Ergebnis ist in Abb. 2.4 graphisch dargestellt, wobei die solare Einstrah-
lung gegen¨uber der mittleren Temperatur der station¨aren Zust¨ande aufgetragen
ist. Durchgezogene Linien bedeuten, daß die jeweilige L¨osung stabil ist, w¨ahrend
gestrichelt die instabilen Zust¨ande eingezeichnet sind, f¨ur die mindestens ein Ei-
genwert der Jacobi-Matrix positiv ist.

Betrachtet man Abb. 2.4 genauer, so f¨allt auf, daß für ein Intervall vonSzwei
Fixpunkte stabil sind, es liegt also ein bistabiler Zustand vor. Welche der beiden
stabilen Lösungen erreicht wird, h¨angt dabei von den Anfangswertbedingungen
vonN(0)

1 , N(0)
2 ab.

In Abb. 2.5 sind Phasenraumportraits f¨ur verschiedene Werte vonSdargestellt.
In Abb. 2.5a ist nur der Fixpunkt mitN1;2 = 0 stabil, während in Abb. 2.5c der
Koexistenzfixpunkt und der Fixpunkt mitN1;2 = 0 stabil sind. Die Attraktionsge-
biete für die nichttrivialen Fixpunkte mitN1;2 > 0 fallen relativ klein aus, geringe
Störungen führen zu einem Verlassen des Attraktionsgebiets und zum Erreichen
des Fixpunkts mitN1;2 = 0.

Die Fixpunktanalyse erlaubt eine schnelle und genaue Bestimmung der Inter-
valle vonS, in dem Leben m¨oglich ist, d.h. in dem mindestens eine der L¨osungen
mit Ni > 0 stabil ist. Man kann nun f¨ur alle Kombinationen von Albedenα1, α2
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Abbildung 2.4: Mittlere TemperaturT als Funktion der solaren EinstrahlungSfür
die verschiedenen Fixpunkte des Systems. Gestrichelt gezeichnet sind die instabi-
len Lösungen, f¨ur die mindestens ein Eigenwert positiv ist.

der beiden Arten den Existenzbereich f¨ur Leben bestimmen. In Abb. 2.6 ist die
Größe

w :=
maximale EinstrahlungSmax

minimale EinstrahlungSmin

für α1, α2 im Intervall [0;1] dargestellt. Man erkennt, daßw maximal für α1 = 0
undα2 = 1 wird. Die untere Schranke wird durch die Bedingung

T =

�
Ŝ

σB

� 1
4

> Tmin

für α1 = 0 bestimmt. Aber auch f¨ur α2 = 1 gibt es für den Stabilitätsbereich ¨uber-
raschenderweise eine obere Schranke f¨ur die solare Einstrahlung, obwohl f¨ur α!
1 beliebig tiefe Gleichgewichtstemperaturen erreicht werden k¨onnten. Da aber
auch für optimale Wachstumsrateβ= 1 der Gleichgewichtswert f¨urN�

2 = 1�γ< 1
ist, gilt für Albedoα:

α = γα0+(1� γ)α2

Und damit wird mit

T =

�
S(1�α)

σB

� 1
4

< Tmax
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Abbildung 2.5: Phasenraumportraits imfN1;N2g Raum für unterschiedliche sola-
re EinstrahlungenS((a)S= 0:5, (b)S= 0:62, (c)S= 1:5, (d)S= 1:8). Die Linien
sind Trajektorien des dynamischen Systems, die Kreise bezeichnen dessen Fix-
punkte.

eine obere Schranke f¨ur Sbestimmt.

2.3 Verhalten des Modells bei eingeschränkter Wachs-
tumsfläche

Im vorherigen Abschnitt wurde insbesondere das Verhalten des Systems beiÄnde-
rung der solaren Einstrahlung untersucht. Im folgenden soll der zur Verf¨ugung ste-
hende Wachstumsraum auf dem Planeten eingeschr¨ankt und dabei der Einfluß auf
die Regelfähigkeit untersucht werden. Der den Pflanzen zur Verf¨ugung stehende
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Abbildung 2.6: Existenzintervallw = Smax
Smin

für Leben in Abhängigkeit von den
gewählten Werten f¨ur die Vegetationsalbedoα1 undα2 der beiden Arten.

Wachstumsraum
x= 1�N1�N2

wird zusätzlich um einen Anteilp 2 [0;1] verringert. Das dynamische System
(Gl. 2.7)ändert sich entsprechend

Ṅ1 = N1(β(T1)(x� p)� γ)
Ṅ2 = N2(β(T2)(x� p)� γ); (2.12)

wobei p2 [0;1] der nicht zu bewachsene Fl¨achenanteil darstellt.
Mit den gleichen in Tab. 2.1 angegebenen Parametern wird das modifizier-

te dynamische System 2.12 numerisch f¨ur verschiedene konstant gehaltene Ein-
strahlungenS integriert.p wird dabei in Abhängigkeit von der Zeit linear auf den
Wert 1 hochgefahren. Die Ergebnisse sind in Abb. 2.7 graphisch aufgetragen. In
Abhängigkeit von der solaren Einstrahlung gibt es ein kritischesp, bei dem sich
das Verhalten, charakterisiert durch die mittlere globale TemperaturT, plötzlich
ändert. Betrachtet man parallel dazu die Verteilung der beiden Arten, so f¨allt die-
ser Punkt mit dem Aussterben einer Art zusammen. Das kritischepcrit ändert sich
dabei mit der solaren EinstrahlungS, d.h.pcrit � pcrit(S).
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Abbildung 2.7: Mittlere Temperatur bei linearer Zunahme der nicht mehr be-
wachsbaren Fl¨achep für verschiedene solare EinstrahlungenS. T0 = T0(S) be-
zeichnet dabei die Temperatur des vegetationslosen Planeten.





Kapitel 3

Eindimensionale Erweiterung des
Lovelock-Watson-Modells

3.1 Modellbeschreibung

Das vorgestellte einfache Lovelock-Watson-Modell erlaubt in einem Gleichge-
wichtszustand nach Abschnitt 2.2 nur die Koexistenz von maximal 2 Arten. Um
die Koexistenz mehrerer Arten zu erm¨oglichen, kann das Modell entweder a)
um zeitliche Variationen oder b) r¨aumliche Strukturen erweitert werden. In die-
sem Abschnitt soll der zweite Ansatz verfolgt und ein r¨aumlich eindimensiona-
les Lovelock-Watson-Modell vorgestellt werden, das Parametervariationen in ei-
ner Raumrichtung zul¨aßt (z.B. Zonierung des Planeten durch lokal variierende
Einstrahlung), w¨ahrend das urspr¨ungliche Modell als nulldimensionale N¨aherung
keine räumliche Abhängigkeiten zul¨aßt.

Durch Kopplung mehrerer Systeme entsprechend Gl. 2.7 ¨uber einen Diffusi-
onsterm für die Temperatur und die Arten l¨aßt sich ein jetzt r¨aumlich eindimen-
sionales System erzeugen, in dem in einem station¨aren Zustand die Koexistenz
von mehr als 2 Arten m¨oglich ist. Daher werden die beiden Gr¨oßenN1, N2 durch
FlächenanteileNi(x), i = 1; : : : ;m, ersetzt, so daß im Modellm Arten mit den
Albedenα1; : : : ;αm existieren können. Die zeitliche Entwicklung wird durch ein
partielles Differentialgleichungssystem beschrieben:

∂N1(x; t)
∂t

= N1

 
β(T1(r; t))

 
1�

m

∑
i=1

Ni(x; t)

!
� γ

!
+DN

∂2N1(x; t)
∂x2

...
...

∂Nm(x; t)
∂t

= Nm

 
β(Tm(x; t))

 
1�

m

∑
i=1

Ni(x; t)

!
� γ

!
+DN

∂2Nm(x; t)
∂x2
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C
∂T(x; t)

∂t
= S(x)(1�α(x; t))�σBT(x; t)4+DT

∂2T(x; t)
∂x2

σBTi(x; t)
4 = σBT(x; t)4+q(α�αi)

α(x; t) = α0+
m

∑
i=1

(αi�α0)Ni(x; t) (3.1)

Die lokalen TemperaturenTi(x; t) werden analog zu Gl. 2.6 aus den mittleren
TemperaturenT(x; t) berechnet. Die solare EinstrahlungS= S(x) kann nun räum-
lich in ihrem Wert variieren. Durch den Diffusionsterm f¨ur die Temperatur wird
nicht nur der Wärmetransport ¨uber Wärmeleitung modelliert, sondern auch bei
nicht zu großen Temperaturgradienten der Transport ¨uber Konvektion mit entspre-
chend h¨oheren Diffusionskoeffizienten.DT setzt sich also wie folgt zusammen:

DT = kDiffusion+kKonvektion

Für die Atmosph¨are kann sogar der Diffusionsanteil aufgrund der geringen W¨arme-
leitfähigkeit gegen¨uber dem Konvektionsanteil vernachl¨assigt werden. Die Diffu-
sivität der VegetationDN wird als von der Art unabh¨angig angenommen.

Zusätzlich besitzt das System eine W¨armekapazit¨at C. Das zeitliche Verhal-
ten kann durch die Antwort des Systems auf eine sprunghafte Erh¨ohung der so-
laren Einstrahlung (Sprungantwort) charakterisiert werden. Bei homogener Ein-
strahlung des vegetationslosen Planeten bestimmt sich die zeitlicheÄnderung der
Temperatur zu

dT
dt

=
1
C
(S(1�α0)�σBT4): (3.2)

Die GleichgewichtstemperaturT0 mit dT=dt = 0 bestimmt sich dann aus der
Lösung von

σBT4
0 = S0(1�α0)

Linearisieren von 3.2 um die Gleichgewichtsl¨osung des unbelebten Planeten lie-
fert

dT
dt

=
1
C

�
(S+3S0)(1�α0)�4σBT3

0 T
�
:

Das so linearisierte System l¨aßt sich durch Separation der Variablen einfach l¨osen
und man erh¨alt (für T(t = 0)� T0):

T(t) =
1
4

T0

�
S
S0

+3+

�
S
S0
�1

�
exp�

4σBT3
0

C t
�

Die charakteristische Zeitkonstante ist alsoτ = 4σBT3
0 =C. Der hier vorgestellte

Ansatz für die Temperaturbestimmung entspricht einem einfachen Energiebilanz-
modell (EBM)(Henderson-Sellers und McGuffie, 1990).
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Für eine numerische Simulation des eindimensionalen Systems muß es zeit-
lich und räumlich diskretisiert werden. Die r¨aumliche Diskretisierung l¨aßt sich
auffassen als Aufteilung in eine endliche Zahl von Kompartimenten, die ¨uber Dif-
fusionsterme gekoppelt sind. F¨ur die Einteilung inM solcher Kompartimente ist
ai(x) nur an den Stellenxj = j �∆x definiert, so daß die zeitliche Entwicklung nach

Ṅi(xj) = Ni(xj)

 
β(T(xj))

 
1�

m

∑
k=1

αkNk(xj)

!
� γ

!

+
DN

∆x2

�
Ni(xj+1)+Ni(xj�1)�2Ni(xj)

�
; (3.3)

mit i = 1: : :mund j = 1: : :M bestimmt wird. Entsprechend wirdT(x; t) nur für die
diskreten Raumpunktexj bestimmt. Das partielle Differentialgleichungssystem ist
durch die räumliche Diskretisierung auf ein gew¨ohnliches Differentialgleichungs-
system entsprechend h¨oherer Dimension reduziert worden, welches durch numeri-
sche Verfahren analog zum r¨aumlich nulldimensionalen Modell integriert werden
kann.

3.2 Verhalten des Modells bei inhomogener Einstrah-
lung

Bei einer räumlich homogenen EinstrahlungS(x) � Sergeben sich r¨aumlich ho-
mogene L¨osungen f¨ur Ni(x)� Ni mit einer dem r¨aumlich nulldimensionalen Mo-
dell identischen L¨osungscharakteristik: In dem station¨aren Zustand existieren ma-
ximal 2 Arten mit einer r¨aumlich homogenen Verteilung.

Dieses Verhalten ¨andert sich bei r¨aumlich variabler EinstrahlungS(x). Für eine
kosinusförmige Einstrahlung

S(x) = S0

�
0:1+Sxcos

�
x

π
2

��
x2 [�1;1];

durch die eine von dem Breitengrad abh¨angige Bestrahlung des Planeten model-
liert wird, und einer Einteilung inM = 200 Boxen mit periodischen Randbedin-
gungen ergibt sich f¨ur die Parameterwahl bei verschwindender Diffusion der Ve-
getation

C = 0:001

DN = 0

DT = 0:02

Sx = 1:4

αi = 0:1� i; i = 1; � � � ;9 (m= 9) (3.4)
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die in Abb. 3.1 angegebene station¨are Temperatur- bzw. Albedoverteilung. Alle
nicht angegebenen Parameter sind ¨aquivalent zu den im vorigen Abschnitt durch-
geführten Simulationen gew¨ahlt.

Man erkennt, daß die Vegetation auf ein r¨aumliches Gebiet beschr¨ankt ist, in
der aber die mittlere Temperatur konstant ist. An einem Raumpunktx koexistie-
ren maximal 2 Arten. Welche der Arten ausα1; : : : ;αm in x koexistieren, h¨angt
aber von der lokalen EinstrahlungS(x) ab, so daß global gesehen mehrere Arten
existieren können.

Schaltet man nun zus¨atzlich zur Wärmediffusion die Diffusion der Arten ein,
d.h. wählt manDN > 0, so können nun auch mehr als 2 Arten an einem Raumpunkt
koexistieren (Abb. 3.2). Weiter ist zu beobachten, daß der vegetationsbedeckte
Anteil des Planeten deutlich gr¨oßer ist als in Abb. 3.1. Insbesondere ist jetzt die
äquatoriale Zone mit Vegetation bedeckt. In h¨oheren Breiten (jxj > 0:5) ist dabei
eine Erhöhung der Zahl koexistierenden Arten zu beobachten.
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Abbildung 3.1: Gleichgewichtsl¨osung des r¨aumlich eindimensionalen Modells bei
kosinusförmiger Einstrahlung und verschwindender Diffusion der Arten (DN� 0).
Oberes Bild: Mittlere lokale TemperaturT(x) gegen¨uber dem Ortx. Gestri-
chelt gezeichnet ist die Temperaturverteilung ohne Vegetation aufgrund der lo-
kal unterschiedlichen Einstrahlung. Unteres Bild: Kumulatives Artenspektrum
Ñi(x) = ∑i

j=1Nj(x).
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Abbildung 3.2: Station¨are Lösung des r¨aumlich eindimensionales Modell bei ko-
sinusförmiger Einstrahlung beiDT ;DN > 0. Oberes Bild: Mittlere lokale Tempe-
raturT(x) gegen¨uber dem Ortx. Gestrichelt gezeichnet ist die Temperaturvertei-
lung ohne Vegetation aufgrund der lokal unterschiedlichen Einstrahlung. Unteres
Bild: Kumulatives Artenspektrum̃Ni(x) = ∑ j=1iNj(x).
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Kapitel 4

Allgemeine Formulierung der
Klima-Biosphärenkopplung

4.1 Modellbeschreibung

In dem folgenden Abschnitt wird der Bereich des Lovelock-Watson-Modells ver-
lassen und ein allgemeinerer Zugang zur Beschreibung der Klima-Biosph¨aren-
kopplung gesucht. Dabei geht man von einersemi-quantitativenBeschreibungs-
weise aus, d.h. das Systemverhalten wird durch die qualitative Form des Modells
bestimmt, während der Simulationslauf mit quantitativ bestimmten Parametrisie-
rungen durchgef¨uhrt wird. Die Modellbeschreibung erfolgte zuerst in (Svirezhev
und von Bloh, 1996).

Die Modell betrachtet einen r¨aumlich eindimensionalen Planeten mit Ringto-
pologie. Analog zum Lovelock-Watson-Modell wird das Klima des Modellplane-
ten durch die Oberfl¨achentemperaturT(x; t) beschrieben, f¨ur deren Dynamik die
folgende Energiebilanzgleichung gilt:

κ
∂T
∂t

= k
∂2T
∂x2 + Ŝ(1�α)�4σBT4

; x2Ω; (4.1)

wobeiκ die Wärmekapazit¨at,Ω die Fläche des Planeten,α die Oberflächenalbedo
am Raumpunktx, Ŝdie Solarkonstante bezeichnet, so daß der TermŜ(1�α) die
Einstrahlung , und 4σBT4 die Abstrahlung darstellt (identisch zum Daisy-World-
Modell im Abschnitt 2.1) . Die Abstrahlung l¨aßt sich auch gem¨aß Budyko formu-
lieren: a+ bT (Budyko, 1969), führt aber zu keiner prinzipiellen̈Anderung der
Dynamik, sondern liefert zusammen mit den empirisch bestimmten Konstanten
a, b eine bessere Parametrisierung der Strahlungsbilanz der Erde.Übereinstim-
mend mit dem Lovelock-Watson-Modell bleiben wir bei der Parametrisierung der
Abstrahlung nach Gl. 2.2.
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Abbildung 4.1: Qualitative Verhalten des EinstrahltermsΨ(N) als Funktion der
VegetationN.

Umschreiben der Gl. 4.1 liefert:

∂T
∂t

= DT
∂2T
∂x2 +Ψ�σT4

; mit DT = k=κ;σ = 4σB=κ;Ψ =
Ŝ
κ
(1�α) (4.2)

Als weiteres kann die Planetenoberfl¨ache von Vegetation mit der DichteN(x; t)�
0 bedeckt werden, deren zeitliche Entwicklung durch die um einen Diffusionsterm
erweiterte logistische Gleichung

∂N
∂t

= DN
∂2N
∂x2 +βN� γN2 (4.3)

beschrieben wird.
Mit der Formulierung von zwei Annahmen wird die Klima-Vegetations-R¨uck-

kopplung festgelegt.

Annahme 1 Die Albedoα hängt nur von der Vegetationsdichte N ab mitα =
α(N) als eine monoton fallende Funktion von N.

Die Vegetation verringert also kontinuierlich die Albedo des Planeten mit zuneh-
mender Dichte. Z.B. ist die Albedo von W¨ustensand 0:4, während waldbedeckte
Flächen eine niedrigere Albedo von� 0:1 haben (Robock, 1980). Das Lovelock-
Watson-Modell mit einer Art mitα1 < α0 bzw.N2 � 0 erfüllt auch diese Annah-
me. Die FunktionΨ(N) hat dann eine Abb. 4.1 gem¨aße Form mitΨ0

N(N)� 0. Es
soll Ψ0

N > 0 für alleN > 0 gelten.
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Annahme 2 Die Wachstumsfunktionβ hängt nur von T ab;β ist eine unimodu-
lare Funktion von T (siehe Abb. 2.3).

Offensichtlich ist dannβ0T > 0 für T < Topt, undβ0T < 0 für T > Topt, β(T)> 0 für
T 2 (Tmin;Tmax).

Die Funktionβ(T) definiert die “ökologische Nische” im Klimaraum, die
durch das Intervall vonT bestimmt wird, für das die Bedingungβ(T) > γ gilt.
Diese Annahme ist auch f¨ur das Lovelock-Watson-Modell g¨ultig.

Die Gleichungen 4.2 und 4.3 zusammen mit den Funktionenα(N) undβ(T)
und den entsprechenden Anfangs- und Randwertbedingungen ergeben dann die
vollständige Beschreibung der Klima-Biosph¨arenkopplung des Modellplaneten.

4.2 Analyse der homogenen Biospḧare

Als erstes werden die L¨osungen des homogenen Systems, d.h. die L¨osungen, die
nicht explizit von der Raumkoordinatex abhängen, analysiert. Das folgende, aus
Gl. 4.2 und 4.3 abgeleitete nichtlineare dynamische System beschreibt die zeitli-
che Entwicklung der homogenen Biosph¨are:

∂T
∂t

= Ψ(N)�σT4
; (4.4)

∂N
∂t

= β(T)N� γN2
:

Die weitere Analyse des allgemeinen r¨aumlich abh¨angigen Systems zeigt, daß die
wichtigsten Eigenschaften aus der Analyse von (4.4) gewonnen werden k¨onnen.

Zuerst werden die GleichgewichtspunkteT(t) = T� = const,N(t) = N� =
const von Gl. 4.4 bestimmt, die die Bedingungen

T� = (Ψ(N�)=σ)
1
4 ; (4.5)

N� = 0 _ N� = β(T�)=γ:

erfüllen müssen. Eine graphische Darstellung des PhasenraumsfN;Tg klärt das
qualitative Verhalten des Modells: Abh¨angig vom WertŜ können 6 F¨alle unter-
schieden werden, die sich in der Zahl und Position der Schnittpunkte von Kurve
(I):N = β(T)=γ und (II): T = (Ψ(N)=σ)

1
4 (siehe Abb. 4.2a-f). Die Schnittpunkte

der beiden Kurven erf¨ullen Gl. 4.5 und sind somit Fixpunkte von (4.4). Bis zu
drei Fixpunkte, die mita = fN�

a;T
�
a g, b = fN�

b;T
�
b g und c = fN�

c ;T
�
c g bezeich-

net werden, k¨onnen auftreten. Die Fixpunktea in Abb. 4.2a-f sindsemi-triviale
Gleichgewichtspunkte mit

N� = 0 und T� = (Ψ=σ)
1
4 :
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Abbildung 4.2: Phasenraumportraits des dynamischen Systems (4.5) f¨ur verschie-
dene solare EinstrahlungenŜ. Die Fixpunkte ergeben sich aus den Schnittpunkten
der Kurven I:N = g(T)=γ und II:T = (Ψ(N)=σ)

1
4 und sind mit a-c bezeichnet.
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Der Modellplanet kann f¨ur T� < Tmin als “Kältewüste” bezeichnet werden, f¨ur
T� > Tmax als “Hitzewüste”.

Die Eigenwerte derλ1;2 der Jacobi-Matrix

J =

 
∂

∂T (Ψ(N)�4σT4) ∂
∂N(Ψ(N)�4σT4)

∂
∂T (β(T)N� γN2) ∂

∂N(β(T)N� γN2)

!
=

�
�4σT�3 Ψ0

N(N)
β0T(T)N β(T)�2γN

�

berechnen sich f¨ur (4.4) undN� > 0 zu

λ1;2=
1
2

�
�(γN�+4σT�3)�

q
(γN�+4σT�3)2�4N�(4γσT�3�β0T(T�)Ψ0

N(N
�))

�
:

Die Vorzeichen derλi beschreiben das Verhalten des Systems in der Umgebung
der FixpunktefN�;T�g:

1. λ1;2 < 0;λ1;2 2 R: fN�;T�g ist einstabiler Knoten.

2. Re(λ1;2)< 0;λ1;2 2 C : fN�;T�g ist einFokus.

3. λ1λ2 < 0: fN�;T�g ist einSattelpunkt.

4. λ1;2 > 0: fN�;T�g ist ein instabiler Knoten.

Ist einer der Eigenwerteλi gleich Null, so ist eine Analyse n¨achsth¨oherer Ordnung
notwendig.

Für die “semitrivialen” Fixpunkte mitN� = 0 gilt

λ1 = β(T�) ; λ2 =�4σT�3
:

Wenn entwederT� < Tmin oderT� > Tmax, dann ist dieses GleichgewichtfN� =
0;T�g stabiler Knoten (λ1;2 < 0), falls Tmin < T� < Tmax, dann ist der Fixpunkt
ein Sattelpunkt (λ1λ2 < 0).

Für das “nichttriviale” Gleichgewicht mitN� = β(T�)=γ > 0 gelten folgende
Aussagen:

� β0T(T�)Ψ0
N(N

�) < 4σγT�3: FixpunktfN�;T�g ist entwederstabil oderFo-
kus

� β0T(T�)Ψ0
N(N

�)> 4σγT�3: Fixpunkt istSattelpunkt.

� Falls Bedingung

(4σT�3� γN�)2+4N�β0T(T
�)Ψ0

N(N
�)< 0 (4.6)

erfüllt ist, dann ist der FixpunktfN�;T�g ein Fokus, sonst einstabiler Kno-
tenoderSattelpunkt.
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Da das System nur zwei PhasenraumvariablenT undN besitzt, enden nach dem
Poincaré-Bendixson Theorem die Trajektorien in einem stabilen Knoten oder ei-
nem Grenzzyklus. Dar¨uber hinaus erh¨alt man bei Anwendung des Dulac-Kriteriums
(Hale und Kocak, 1991) in der Form

F (T ;N ) =
∂

∂T

�
1
N
(Ψ(N)�σT4)

�
+

+
∂

∂N

�
1
N
�N(β(T)� γN)

�
=

= �4σT3

N
� γ < 0

die Aussage, daß im positiven QuadrantenN > 0, T > 0 keine Grenzzyklen exi-
stieren. Daher l¨aßt sich folgern:

Es liegt eine einfache Phasenraumstruktur vor; alle Trajektorien enden in
Fixpunkten.

Diese Aussage ist auch f¨ur das Lovelock-Watson-Modell mit einer Art (N2 � 0)
gültig.

Im folgenden werden die Phasenraumportraits von (4.4) bez¨uglich der Zahl
und Lage der Fixpunkte und deren Stabilit¨atsverhalten untersucht. In Abb. 4.3a ist
der Punkta ein stabiler Knoten, der Endzustand des Planeten ist f¨ur alle Anfangs-
bedingungen die “K¨altewüste” ohne jegliche Vegetation. Dieser Zustand existiert,
falls

Tmin > (Ψ1=σ)
1
4 :

Für Tmin > (Ψ1=σ)
1
4 , aberT�

c < Topt, ändert sich das Bild: (Abb. 4.3b): Der Punkt
a ist ein stabiler Knoten,b ist ein Sattelpunkt undc ist ein stabiler Knoten, sofern
β0T(T�c ) > 0. Die singuläre Trajektorie des Sattelpunktsb teilt den Quadranten
N> 0;T > 0 in zwei Attraktionsgebiete. Die Existenz von Vegetation h¨angt dabei
von den Anfangsbedingungen f¨ur Temperatur und Vegetation ab.

Gilt T�
c > Topt (Abb. 4.3c) und zus¨atzlich die Ungleichung (4.6) (f¨ur T�

c = Topt

gilt diese Ungleichung nicht), dann ist der Punktc ein stabiler Fokus, der Punkta
wie bisher ein stabiler Knoten undb eine Sattelpunkt. BeiT�

a > Tmin ändert sich
das Phasenraumportrait (Abb. 4.3d,e): Punkta wird Sattelpunkt,c bleibt hingegen
stabiler Knoten oder Fokus. In Abb. 4.3f wird Punkta zum stabilen Knoten, der
der “Hitzewüste” entspricht (N�

a = 0;T�a > Tmax).
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Abbildung 4.3: Phasenraumportrait von (4.4) entsprechend Abb. 2.5 mit (a)T�
a <

Tmin (“K ältewüste”), (b)T�
c < Topt, (c) T�

c < Topt. (d,e)T�
a > Tmin, (f) T� > Tmax.
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4.3 Existenz von dissipativen Strukturen, diffusive
Instabilit ät

Die lokale Stabilitätsanalyse der Fixpunkte beantwortet nicht die Frage nach der
Existenz von dissipativen Strukturen, d.h. r¨aumlich heterogenen L¨osungen. Ei-
ne Antwort kann dabei durch den Test auf diffusiver Instabilit¨at gegeben werden
(siehe Levin, 1976, und Svirezhev, 1978).

Eine notwendige und hinreichende Bedingung f¨ur diffusive Instabilität ist die
Gültigkeit der folgenden Ungleichung (an den entsprechenden Fixpunkten):

DTΦ0
N +DNF 0

T > 2
q

DTDN(F 0
TΦ0

N�F 0
NΦ0

T); (4.7)

wobeiΦ = β(T)N� γN2; F = Ψ(N)�σT4. Von Gl. 4.7 erh¨alt man

(β(T�)�2γN�)DT�4σT�3DN > 2
q

DTDN(F 0
TΦ0

N�F 0
NΦ0

T); (4.8)

mit F 0
T =�4σT�3; Φ0

N = β(T�)�2γN�; F 0
N = Ψ0

N(N
�); Φ0

T = β0T(T�)N�.
Für N� = 0 liefert Gl. 4.8 die Bedingung

β(T�0 )DT�4σT�3
0 DN > 2

q
DTDN(�4σT�3

0 �β(T�0 )):

Offensichtlich mußβ(T�
0 ) immer negativ sein, d.h. dieses Gleichgewicht ist ein

stabiler Knoten, jedoch gilt die Ungleichung dann nicht f¨ur alle Werte vonT�
0 , DT

andDN.
Für das nichtriviale Gleichgewicht mitN� > 0, erhält man

�γN�DT �4σT�3DN > 2
q

DTDNN?(4γσT�3�β0TΨ0
N);

so daß auch hier keine diffusiven Instabilit¨aten aufreten.
Abschließend l¨aßt sich sagen, daß f¨ur das gegebene Modell keine r¨aumlich

heterogenen Gleichgewichtsl¨osungen existieren.

4.4 Ausbreitung von Sẗorungen

Das Ausgangsmodell besteht aus zwei nichtlinearen parabolischen Differential-
gleichungen:

∂T
∂t

= DT∆T +Ψ(N)�σT4

∂N
∂t

= DN∆N+β(T)N� γN2 (4.9)
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Da keine inhomogenen Gleichgewichtsl¨osungen existieren, k¨onnen wir uns auf
Wellenlösungen von (4.9), d.h. L¨osungen in der Form

T(x; t) = T(x+vt)

N(x; t) = N(x+vt); (4.10)

mit der Wellengeschwindigkeitv= const und den Anfangsbedingungen, die die-
se Wellen erzeugen, konzentrieren:T(x;0) = T0(x) undN(x;0) = N0(x) müssen
Funktionen mit kompaktem Tr¨ager sein. Einsetzen von (4.10) in (4.9) liefert (sei
ξ = x+vt):

vT0 = DTT 00+Ψ(N)�σT4
;

vN0 = DNN00+β(T)N� γN2
: (4.11)

Dieses zweidimensionale System zweiter Ordnung l¨aßt sich in ein System von
4 Gleichungen erster Ordnung transformieren, wenn zwei Phasenraumvariablep
undq hinzugefügt werden:

dT
dξ

= p; (4.12)

dp
dξ

=
v

DT
p+

σT4

DT
� Ψ(N)

DT
;

dN
dξ

= q;

dq
dξ

=
v

DN
q� β(T)N

DN
+

γN2

DN

Bedingung für das Gleichgewicht von (4.12) ist, daßp und q Null sind. Dann
sind die Fixpunkte von (4.4) auch Fixpunkte der beiden restlichen Gleichungen
von (4.12). Zu bedenken ist aber, daß sich die Dimensionen beider Systeme un-
terscheiden.

Der folgende Abschnitt behandelt prim¨ar die Entstehung solcher propagieren-
den Wellen und deren Verhalten bei unterschiedlichen Anfangsbedingungen f¨ur
T undN. Da eine daf¨ur notwendige explizite L¨osung von (4.12) nicht analytisch
möglich ist, wird die weitere Analyse mit numerischen Methoden betrieben.

Das urspr¨ungliche System (4.9) wurde f¨ur verschiedene Anfangsbedingungen
der Art

T(x;0) = T0 = (Ψ(0)=σ)
1
4

N(x;0) = Rw(x) =

�
1 falls jxj � w=2
0 falls jxj> w=2

(4.13)
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gelöst.N(x;0) ist definiert auf einem kompakten Tr¨ager[�w=2;w=2] und erfüllt
damit die notwendige Voraussetzung zur Entstehung von nichtlinearen Wellen.

Von jetzt an sindN(x; t) undT(x; t) definiert auf einer endlichen “Welt”Ω =
[�L;L], für die die Randbedingungenx= �L;L erklärt sein müssen. Periodische
Randbedingungen

N(�L; t) = N(L; t)

T(�L; t) = T(L; t) (4.14)

wurden gew¨ahlt, die eine Ringtopologie aufΩ definieren.
Die numerische Rechnungen wurden mit einem adaptiven Runge-Kutta Ver-

fahren 4. Ordnung durchgef¨uhrt, nachdem die partiellen Differentialgleichungen
durch ein Finite-Differenzen Verfahren in ein gew¨ohnliches Differentialgleichungs-
system h¨oherer Ordnung umgeformt wurde. Die numerischen Rechnungen wur-
den für einen Parametersatzw undT0, d.h. verschiedenen solaren Einstrahlungen
Ŝ, durchgeführt und folgende Eigenschaften festgestellt:

Für T0 < Tmin hängt die zeitliche Entwicklung vom Parameterw (der Breite
der anfänglichen rechteckf¨ormigen Störung) ab (siehe Abb. 4.4a,b). F¨ur w kleiner
als ein kritischer Wertwcrit hingegen verschwinden die L¨osungenN(x; t) in der
Zeit, d.h.:

lim
t!∞

N(x; t) = 0 falls w< wcrit

Bei w > wcrit kann jedoch die Ausbreitung von nichtlinearen Wellen mit einer
konstanten Ausbreitungsgeschwindigkeitv beobachtet werden (siehe Abb. 4.4b).

Eine Erklärung kann gefunden werden, wenn man das System mit dem ¨aquiva-
lenten System der homogenen Biosph¨are vergleicht: F¨ur die gewählte Temperatur
T0 sind zwei Gleichgewichte mitN� = 0 andN� > 0 stabil (siehe auch Abb. 4.3a).
Es hängt nur von dem Startwert vonN ab, welcher von beiden Zust¨anden ange-
nommen wird. Das r¨aumliche Modell zeigt ein dazu analoges Verhalten, wobei
die Breite der Anfangsst¨orung den Endzustand festlegt.

Die einfachste Annahme, daß die Gesamtmenge an VegetationN, quantifiziert
durch

Ntotal =
Z

Ω

N(x;0)dx

ein Kriterium für das Auftreten von nichtlinearen Wellen liefert, ist aber nicht
richtig. Vielmehr muß die geometrische Anordnung mit ber¨ucksichtigt werden.
Um dies zu demonstrieren, wird eine Konfiguration aus zwei rechteckf¨ormigen
Störungen (w< wcrit, 2w> wcrit) mit dem Abstandδ gewählt:

N(x;0) = Rw

�
x� δ

2

�
+Rw

�
x+

δ
2

�
; w< wc (4.15)

Ntotal =
Z L

�L
N(x;0)dx= 2w> wcrit
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Jede der rechteckf¨ormigen StörungenRw für sich (δ! ∞) geht gegen Null f¨ur
T0 < Tmin. Für δ = w jedoch ergibt sich

N(x;0) = Rw(x�w=2)+Rw(x+w=2) = R2w(x);

welche in der Zeit mit nichtlinearen Wellen sich ausbreitet. Die Wellenl¨osungen
treten sogar auf, wenn die Bedingungδ > w erfüllt ist (Abb. 4.5b), während für
großeδ die Störungen verschwinden (Abb. 4.5a).

Das Auftreten von nichtlinearen Wellen l¨aßt sich auch bei dem in Abschnitt
3 vorgestellten r¨aumlich eindimensionalen Erweiterung des Lovelock-Watson-
Modells beobachten. Startet man mit einer Temperatur-Artenverteilung des Mo-
dells analog zu Gl. 4.13, so kann man die Ausbreitung der Vegetation in Form
von nichtlinearen Wellen beobachten. Abb. 4.6 zeigt die kumulative Verteilung
der Vegetation f¨ur verschiedene Zeitent = n∆t. Der konstante Abstand der Kur-
ven impliziert eine konstante Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle, deren Form
sich nicht signifikant ¨andert. Das Verhalten entspricht qualitativ der Abb. 4.4b.
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Abbildung 4.4: Zeitliche Entwicklung der VegetationN(x; t) für eine recht-
eckförmige Störung mit (a)w< wcrit, (b) w> wcrit. Die Markierung an den Kur-
ven in (a) geben die Zeitt an. Dieäquidistanten Kurven in (b) deuten auf eine
konstante Ausbreitungsgeschwindigkeit der nichtlinearen Welle hin.
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Abbildung 4.5: Zeitliche Entwicklung der Anfangsst¨orungen nach Gl. 4.15 f¨ur (a)
großeδ und (b) kleineδ.
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Abbildung 4.6: Kumulativer Vegetationsanteil f¨ur das eindimensionale Daisy-
World-Modell für verschiedene Zeitent = n∆t. Der konstante Abstand der Kurven
läßt auf eine konstante Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen schließen.

48



Kapitel 5

Erweiterung des
Klima-Biosphärenmodells um den
Kohlenstoffzyklus

5.1 Modellbeschreibung

Das im vorigen Abschnitt entwickelte Modell soll in seiner r¨aumlich nulldimen-
sionalen Form um einen Kohlenstoffkreislauf erweitert werden. Um den Treib-
hauseffekt des atmosph¨arischen Kohlenstoffs zu ber¨ucksichtigen, wird die im Ab-
schnitt 4 aufgestellte Gleichung 4.1 f¨ur die Globaltemperatur in ihrer r¨aumlich
homogenen Form modifiziert:

k
dT
dt

= S(1�α)�σϕC(C)T4
: (5.1)

Die Notationenk, S undσ in (5.1) entsprechen denen des vorigen Kapitels. Der
FunktionϕC(C) beschreibt den Treibhauseffekt von CO2 in der Atmosph¨are (Goo-
dy, 1964; Petoukhov, 1995).

Um den Kohlenstoffkreislauf zu vereinfachen, werden die beiden Komparti-
mente Vegetation und Boden zu einem Kompartiment “Biosph¨are” aggregiert. Die
Gesamtmenge an Kohlenstoff in der Biosph¨are wird mitN(t) bezeichnet, die in
der Atmosph¨are analog mitC(t). Dann gilt für die Dynamik

dN
dt

= P(C;N;T)�mN;

dC
dt

= �P(C;N;T)+mN+e(t);

wobei P die Produktivität, m = 1=τN (τN: Verweilzeit von Kohlenstoff in der
Biosphäre) unde(t) die jährliche (anthropogene) Emission bezeichnet.
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Für die Gesamtmasse von Kohlenstoff gilt dann:

C(t)+N(t) = A0+
Z t

t0
e(τ)dτ = A(t); (5.2)

mit A0 =C(t0)+N(t0). Unter der Voraussetzung, daße(t)�A(t), ändert sichA(t)
nur sehr langsam (“quasi-adiabatisch”) mit der Zeit, und der Gesamtkohlenstoff
stellt eine Erhaltungsgr¨oße des Systems dar. Somit l¨aßt sich die VariableC(t)
in der Differentialgleichung durch Einsetzen von Gl. 5.2 eliminieren, womit die
Anzahl der Gleichungen um eins verringert wird:

dT
dt

=
1
k

�
Ψ(N)�σϕ(A�N)T4�

dN
dt

= P(A(t)�N;N;T)�mN; (5.3)

wobei
Ψ(N) = S(1�α(N)): (5.4)

Das System (5.3)-(5.4) stellt das einfachste System f¨ur unseren hypothetischen
Planeten dar. Im folgenden Teil werden die qualitativen Eigenschaften f¨ur die Pro-
duktivitätP und den albedoabh¨angigen TermΨ(N) angegeben.

Produktivit ätsfunktion P(C;N;T).
Nach dem Liebigschen Gesetz ergibt sich ein multiplikativer Ansatz f¨ur die

ProduktivitätsfunktionP:

P= Pmax�gT(T) �gC(C) �gN(N);

wobei 0� gT(T);gC(C);gN(N)� 1 gilt. Die biologische Produktivit¨atgT(T) als
Funktion vonT ist eine unimodulare Funktion (siehe auch Abb. 2.2),gC(C) ist
eine monoton wachsende Funktion mit einem S¨attigungswert inC in Überein-
stimmung mit, z.B., L¨udeke et al. (1995).

Die FunktiongN(N) wächst monoton inN mit einer oberen Schranke von 1
für N! ∞. Da C = A�N gilt, l äßt sich aus dem ProduktgC � gN die Variable
C eliminieren und sich deshalb als FunktionGN(N) nur der VariablenN (siehe
Abb. 5.1) schreiben. Die FunktionGN, definiert auf dem Intervall[0;A], ist eine
unimodulare Funktion mitGN(0) = GN(A) = 0.

Die Funktionen Ψ(N) und ϕ(A�N).
Die FunktionϕC =ϕ zur Parametrisierung des CO2-Treibhauseffekts in Abh¨angig-

keit von N ist in ihrer funktionalen Form in Abb. 5.2 dargestellt, Abb. 5.3 zeigt
Funktion der EinstrahlungΨ(N) = S(1�α(N)) in Abhängigkeit der Vegetation
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Abbildung 5.1: Die WachstumsfunktionGN(N) = gC(A�N) �gN(N) als Funktion
vonN.

Abbildung 5.2: Funktion ϕ(C) = ϕ(A � N) des CO2-Treibhauseffekts in
Abhängigkeit vonN. Der Wertϕ(A) = ϕA entspricht dem vegetationslosen Plane-
ten mitN = 0, wird allein durch den Wert vonA bestimmt.
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Abbildung 5.3: Qualitativer Verlauf der FunktionΨ(N) = S(1� α(N)) in
Abhängigkeit der VegetationN: Untere bzw. obere Schranke sind durchs1 =
S(1�α1), s2 = S(1�α2) gegeben.

N. Die untere und obere Schranke sind dabei durch die Albedo des vegetationslo-
sen Planetenα1 bzw. des vollst¨andig vegetationsbedeckten Planetenα2 gegeben.

Um die Gleichgewichtsl¨osungen f¨ur die KlimavariableT im folgenden Ab-
schnitt bestimmen zu k¨onnen, ist die FunktionΦ(N) = Ψ(N)=ϕ(N) nötig. Of-
fensichtlich gilt für den Grenzfall des vegetationslosen PlanetenΦ(0) = s1=ϕA,
wobei s1 = S(1� α1). Befindet sich s¨amtlicher Kohlenstoff in der Vegetation
(N = A), so ergibt sich der zweite GrenzfallΦ(A) = Ψ(A). Wenn die Bedingung
(lnΨ)0N = (lnϕ)0N an einem PunktNcrit 2 [0;A] erfüllt ist, dann hatΦ(N) ein Maxi-
mum beiNcrit (siehe auch Abb. 5.4). F¨ur Ncr > A ist Φ(N) eine monoton steigende
Funktion, für Ncrit < 0 entsprechend eine monoton fallende.

5.2 Gleichgewichtsl̈osungen

Die Gleichgewichtsl¨osungen von (5.3) und (5.4) werden bestimmt ¨uber

T� = fΨ(N�)=σϕ(N�)g1
4 (5.5)

und durch Lösungen der Gleichung:

gT(T
�) �GN(N

�) =
m

Pmax
N�

:
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Abbildung 5.4: Qualitativer Verlauf der FunktionΦ(N); An der StelleNcr ist Φ0=
0 bzw.(lnΨ)0N = (lnϕ)0N.

DaGN(0) = 0 gilt, läßt sichGN auch in der multiplikativen Form:GN = f (N) �N
darstellen, wobei limN!0 f (N) = f (0)< ∞.

Die einfache L¨osung

N� = 0; T� = T0 = fΨ(0)=σϕ(0)g 1
4

ist eine Gleichgewichtsl¨osung des dynamischen Systems. Dieses Gleichge-
wicht mit N� = 0 entspricht dem Zustand eines Planeten ohne jegliche Vegetation,
in der sich s¨amtlicher Kohlenstoff in der Atmosph¨are befindet.

Die restlichen Gleichgewichtsl¨osungen lassen sich als L¨osung der Gleichung
5.5 und von

gT(T
�) =

m
Pmax

� 1
f (N�)

bestimmen. Als notwendige Bedingung mußT� 2 (Tmin;Tmax) erfüllt sein.

Test auf Zyklen.
Durch Anwenden des Dulac-Kriteriums (siehe Seite 40) l¨aßt sich zeigen, daß

keine zyklische L¨osungen des Systems (5.3)–(5.4) existieren. Daf 0(N) < 0, ist
der Ausdruck

D =
∂

∂T

�
1
N
� 1
k

�
Ψ(N)�σϕ(N)T4��+

∂
∂N

�
1
N
[PmaxgT(T) f (N)N�mN]

�
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= �4σT3ϕ(N)

kN
+PmaxgT(T) f 0N(N)

negativ für jedesT undN innerhalb des ersten QuadrantenN > 0;T > 0, so daß
das System (5.3)–(5.4) keine geschlossenen Trajektorien als L¨osung haben kann.
Somit endet jede Traktorie in einem Fixpunkt. Mit der Bestimmung dieser Fix-
punkte ist alles ¨uber das station¨are Verhalten des Systems bekannt.

Stabilit ätsanalyse.
Linearisieren des Systems (5.3)-(5.4) in der Umgebung der Gleichgewichts-

punkte liefert die Jacobi-Matrix:

J =

 
�4Ψ(N�)=kT�

h
ln Ψ(N�)

ϕ(N�)

i0
N

Ψ(N�)

k

PmaxN� f (N�)g0T(T
�) PmaxgT(T�)f f (N�)+N� f 0(N�)g�m

!
:

Zuerst wird der GleichgewichtspunktfN� = 0;T�
0 g des unbelebten Planeten ana-

lysiert. Dann bestimmt sich die Jacobi-MatrixJ0 zu

J0 =

 
�4Ψ(N�)=kT�

h
ln Ψ(0)

ϕ(0)

i0
N

Ψ(0)
k

0 �m

!
;

deren Eigenwerteλ1;2 sich zu

λ1 =�4Ψ(0)=kT� > 0;λ2 = PmaxgT(T
�) f (0)�m

ergeben. D.h. dieses Gleichgewicht ist eine stabiler Knoten, falls

gT(T
�
0 )<

m
Pmaxf (0)

(5.6)

und ist ein instabiler Sattelpunkt, falls

gT(T
�
0 )>

m
Pmaxf (0)

: (5.7)

Da gT(T) � 0 für alle T 62 (Tmin;Tmax), gilt λ2 = �m, und jedes Gleichgewicht
fN� = 0;T�

0 62 (Tmin;Tmax)g ist stabil.
Für N� 6= 0 ergibt sich für die Jacobi-Matrix

J =

 
�4Ψ(N�)=kT� Ψ

k

n
ln Ψ(N�)

ϕ(N�)

o0
mN�flngT(T�)g0 mN�fln f (N�)g0

!
;
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deren Eigenwerte

λ1;2=
1
2

8<
:�

�
4Ψ
kT
�mN(ln f )0

�
�
s�

4Ψ
kT

+mN(ln f )0
�2

+
4ΨmN

k
(lngT)0

�
ln

Ψ
ϕ

�09=
;

sind. Da die Bedingung(ln f )0< 0 für alleN�A gilt, ist 4Ψ
kT �mN(ln f )0> 0, und

damit kann das Gleichgewicht mitN� 6= 0 nicht instabil sein.
Dieses Gleichgewicht ist aber ein Sattelpunkt unter der Bedingung, daß

F(N�
;T�) =

�
ln

Ψ
ϕ

�0
N�

(lngT)
0
T� +4(ln f )0N�(lnT)0N� > 0:

Ist F(N�;T�)< 0, dann liegt ein stabiler Knoten oder ein stabiler Fokus vor. F¨ur
den Fokus m¨ussen die Eigenwerte komplex sein; dies ist der Fall bei�

4Ψ
kT

+mN(ln f )0N

�2

T�;N�

+

�
4ΨmN

k
(lngT)

0
T

�
ln

Ψ
ϕ

�0�
T�;N�

< 0:

5.3 Parametrisierung

Eine Parametrisierung der FunktionenΨ(N), ϕ(N) und f (N) vereinfacht die Ana-
lyse, ohne die L¨osungsvielfalt einzuschr¨anken:

1. Sei

ϕ(C) = 1� (1�ϕ∞)C
kc+C

:

Substitution vonC durchC= A�N liefert (siehe Abb. 5.2)

ϕ(N) =
kc+ϕ∞(A�N)

kc+A�N
: (5.8)

Ψ(N) (siehe Abb. 5.3) wird hinreichend gut von der Funktion

Ψ(N) = s1+
(s2�s1)N

kα +N
=

s1kα +s2N
kα +N

approximiert. Mit dieser Approximation ergibt sich f¨ur

Φ(N) = Ψ(N)=ϕ(N) =
(s1kα +s2N)(χ�N)

(kα +N)(kc+ϕ∞A�ϕ∞N)
;

mit χ = kc+A, oder

Φ(N) =
s2

ϕ∞
� (a1+N)(χ�N)

(kα +N)(χ1�N)
;

mit a1 = s1kα=s2, χ= kc+A undχ1 =
kc
ϕ∞

+A. Offensichtlich giltχ1> χ>A
unda1 < kα.
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2. Sei

gT(T) =

� 4
∆T2(T�Tmin)(Tmax�T) ; für T 2 [Tmin;Tmax]
0 ; für T 62 [Tmin;Tmax]

;

wobei[Tmin;Tmax] das Vegetationstoleranzintervall darstellt, und∆T =Tmax�
Tmin dessen L¨ange. Die optimale WachstumstemperaturTopt bestimmt sich
dann zuTopt = (Tmin+Tmax)=2 mit gT(Topt) = 1.

3. Die Parametrisierung vonf (N) geschieht ¨uberGN, da f (N) = GN=N. Weil
die Funktion aufgrund der Unimodularit¨at GN(N) als Parabel beschrieben
werden kann,GN = 4

A2N(A�N), ergibt sich hieraus f¨ur f (N):

f (N) =
4(A�N)

A2 :

Die Parametrisierung erlaubt nun im folgenden Abschnitt eine weitergehende
Analyse des Systems bei Erh¨ohung des BifurkationsparametersA.

Verhalten von Φ(N;A) als Funktion des GesamtkohlenstoffsA.
DaN� A gilt, ergibt sich für A! 0:

Φ(A= 0) = s1:

Die Bestimmung des MaximumsΦ(Ncrit) vonΦ wird über die Nullstelle der Ab-
leitungΦ0

N ermittelt:

Φ0
N = Φ

��
1

a1+N
� 1

χ�N

�
�
�

1
kα +N

� 1
χ1�N

��
:

Somit bestimmt sichNcrit über die Gleichung:
1

a1+N
+

1
χ1�N

=
1

kα +N
+

1
χ�N

:

Für großeA läßt sich leicht zeigen, daß die L¨osungNcrit innerhalb des Intervalls
(0;A) liegt.

Für die erste Ableitung gilt:

∂Φ
∂A

=
s2

ϕ∞
� a1+N
kα +N

� kc(1�ϕ∞)

ϕ∞(χ1A+ Kc
ϕ∞
�N)2

= Φ � kc(1�ϕ∞)

ϕ∞
� 1
(χ�N)(χ1�N)

> 0;

und für die zweite Ableitung:∂2Φ=∂A2 < 0. Da

T� =

�
1
σ

Φ(N�)

� 1
4

;

ist T�(A) eine monoton wachsende Funktion vonA für alleN�.
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Verhalten von gT = m
Pmax
� 1

f (N) als Funktion von A

Für T 2 [Tmin;Tmax] gilt

gT =
m

Pmax
� A2

4(A�N)
oder

N = A

�
1� mA

4Pmax
� 1
gT(T)

�
; (5.9)

mit gT = 4
∆T2(T�Tmin)(Tmax�T). DaN nur Werte innerhalb des Intervalls[0;A]

annehmen kann, muß der Klammerausdruck in (5.9) kleiner 1 sein und somit

gT >
m

4Pmax
A; (5.10)

d.h. die BedingungN� > 0 ist nur innerhalb des Intervalls(T 0
min;T

0
max) gültig, für

das die BedingunggT(T0min) = gT(T 0
max) =

m
4Pmax

A gilt.
Dieses Intervall reduziert sich auf einen Punkt, d.h.T 0

min = T 0
max, unter der

Bedingung, daßβAcrit = 1, wobeiβ definiert ist als

β :=
m

4Pmax
:

Ist nunAcrit > 1=β, so kann keine L¨osung mitN� > 0 existieren. Somit bleibt
als einzige Lösung mitN� = 0 undT� übrig. In Abb. 5.5 sind die verschiedenen
N(T) für jeweils verschiedeneA gezeigt. Das Maximum vonN bezüglich T ist
Nm(A) = maxT N = A(1�βA). Dessen Wert wird maximal bei maxANm = 1

4β an

der StelleA� = 1
2β = 1

2Acrit.
Betrachtet wird nun die Stabilit¨atsbedingung f¨ur fN� = 0;T�

0 g (Gleichungen
5.6–5.7). Daf (0) = 4

A, folgert aus (5.6): Gilt

gT <
m

4Pmax
A;

ist dieses Gleichgewicht stabil, und f¨ur

gT >
m

4Pmax
A;

ist es instabil.
Der Vergleich mit (5.10) liefert die Bedingung f¨ur die Temperatur: FallsT�

0 2
[T 0

min;T
0
max], dann ist der Fixpunkt mitN�= 0 stabil, während er f¨urT� 62 (T0min;T

0
max)

instabil wird. Für alleA> Acrit existiert nur das GleichgewichtfN� = 0;T�0 g und
ist stabil.

57



Abbildung 5.5: Mögliche Gleichgewichtsl¨osungen f¨ur den Kohlenstoff in der Ve-
getationN als Funktion der TemperaturT und des GesamtkohlenstoffsA. Für
A> Acrit existiert nur die Lösung des vegetationslosen Planeten.

Der vegetationslose Planet
FallsT� 62 (Tmin;Tmax), d.h. die Gleichgewichtstemperatur außerhalb des Tole-

ranzintervalls der Photosynthese liegt, ist dieses Gleichgewicht immer stabil. Ist
nunT�

0 2 (Tmin;Tmax), so ist dieses Gleichgewicht nur stabil unter der Bedingung,
daß

gT(T
�
0 )<

m
Pmaxf (0)

=
m

4Pmax
A

bzw.

gT

(
4

r
1
σ

Φ(0)

)
<

m
4Pmax

A:

Unter der Annahme, daß die Umkehrfunktiong�1 existiert, gilt

4

r
Φ(0)

σ
< g�1

�
m

4Pmax
A

�
: (5.11)

Weil

Φ(0) =
S(1�α1)

ϕA

gilt, ist der linke Teil der Gleichung 5.11 nur abh¨angig von der Temperatur und
der Gesamtmenge an Kohlenstoff, w¨ahrend der rechte Teil nur von der Charakte-
ristik der Biosphäre und ebenfalls dem Gesamtkohlenstoff abh¨angt. Bei fixierter
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Abbildung 5.6: Stabilit¨at des vegetationslosen Planeten: Im Intervall[T 0
min;T

0
max]

mit gT < β1A ist er instabil ([T 00
min;T

00
max] für β2A). Bei βA� 1 reduziert sich das

Intervall zu einem Punkt, f¨ur Werte größer 1 ist er stabil f¨ur alleT.

Gleichgewichtstemperatur und Gesamtkohlenstoff des vegetationslosen Planeten
kann durchÄndern der Vegetationseigenschaften (z.B. auf evolution¨arem Weg)
der zuerst stabile vegetationslose Zustand des Planeten instabil werden. Jedeε-
Störung des unbelebten Planeten f¨uhrt dann zum Auftreten von einer stabilen Ve-
getation.

Betrachtet man Abb. 5.6 genauer, so stellt man fest, daß die BedingungT�
0 2

[Tmin;Tmax], bei der die Gleichgewichtstemperatur zum Toleranzintervall der Pho-
tosynthese geh¨ort, kein hinreichendes Kriterium f¨ur die Instabilität des vegeta-
tionslosen Planeten ist. Dieser wird dann erst instabil, wenn die Temperatur in
einem FensterT�

0 2 (T0min;T
0
max) liegt. Dieses Intervall h¨angt jeweils von biolo-

gischen Eigenschaften, wie der Verweildauer von Kohlenstoff in der Biosph¨are
(τ = 1=m) und der maximalen Produktivit¨at Pmax ab. Das Intervall(T 0

min;T
0
max)�

[Tmin;Tmax] kann als “Vegetationstoleranzintervall” bezeichnet werden.

Ein Anwachsen des ParametersB durch einer Verringerung der “Verweildau-
er” von Kohlenstoff in der Biosph¨are oder der maximalen Produktivit¨at, führt zu
einer Reduzierung eines solchen Vegetationstoleranzintervalls.

Unter der BedingungB = βA > maxT gT = 1 ist der vegetationslose Planet
stabil für jede Wahl vonT�

0 , und es ist unm¨oglich, daß “Leben” in der Umgebung
diese Gleichgewichts entstehen kann. D.h. es gibt eine kritische Kombination der
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ParameterPmax, m (oderτ) undA:

mA
4Pmax

< 1

oder
A< 4Pmaxτ:

Hingegen ist

T�
0 =

(
4

r
Φ(0;A)

σ

)
=

(
4

s
S(1�α1)

σϕA

)

eine monoton steigende Funktion inA, daϕA monoton fällt bei wachsendemA.
Da ϕA! ϕ∞ = const, istT�

0 (A)! (T�0 )max= const, fallsA!∞.
Es lassen sich also zwei Bifurkationsparameter identifizieren:β undA. Für die

Gleichgewichtstemperatur giltT�
0 (A)! (T�

0 )min, wennA! 0 mit

(T�
0 )min =

4
p

S(1�α1)=σ;

daϕ(A= 0) = 1.
Unter der Annahme(T�0 )min < Tmin und (T�

0 )max> Tmax ergibt sich ein Sta-
bilit ätsdiagramm nach Abb. 5.7. Nur innerhalb der schraffierten Fl¨ache kann sich
Vegetation aus dem Zustand des unbelebten Planeten entwickeln. Die Grenze des
Stabilitätsbereichs berechnet sich nach

βcrit =
gT(T�

0 (A))

A
=

gT((T�0 )min= 4
pϕA)

A
;

so daß für alleβ < βcrit der vegetationslose Planet instabil wird.

5.4 Numerische Analyse

Die numerischen Simulationen wurden f¨ur verschiedenen Gesamtkohlenstoffge-
halt A des Klima-Vegetationssystems wiederholt. Abb. 5.8a-c zeigt Phasenpor-
traits des Systems. Fixpunkte lassen sich dabei leicht aus den Schnittpunkten der
beiden Kurven I:T� = fΦ(N�=σg 1

4 und II:N� = A(1� βA=gT(T�)) bestimmen.
Die Anzahl der Fixpunkte ist dabei auf 5 beschr¨ankt, da beide Funktionen I und
II unimodulare Funktionen sind und sich somit in maximal 4 Punkten schneiden
können. Zusammen mit dem unbelebten Planeten als weiterem Fixpunkt kommt
man dann auf 5 als obere Schranke. Bei einem bestimmten Satz von Parametern
haben wir dann ein Phasenportrait wie in Abb. 5.8a: Zwei von drei m¨oglichen
Fixpunkten sind stabil, die “K¨altewüste” mit N = 0 und der Planet mitN > 0.
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Abbildung 5.7: Stabilit¨atsgrenze:gT(T�
0 ) = βA, T�

0 = T�
0 (A). Der schraffierte Be-

reich markiert den Parameterbereich mit einem instabilen vegetationslosen Plane-
ten, in dem sich aus dem toten Planeten heraus Vegetation entwickeln kann.

Der Sattelpunkt trennt die beiden Attraktionsgebiete. Bei einer Erh¨ohung vonA
und fixiertemT0 ändert sich das Phasenportrait qualitativ(Abb. 5.8b); es tauchen
3 stabile Lösungen auf. Eine weitere Erh¨ohung vonA läßt die Zahl der stabilen
Lösungen wieder auf zwei sinken (Abb. 5.8c).

Die Modellkomplexität läßt sich durch Einbeziehung eines Wasserkreislaufs
erhöhen (Svirezhev und von Bloh, 1998). Das komplexere Modell zeigt in Abh¨angig-
keit von den Modellparametern maximal 3 stabile L¨osungen. Zus¨atzlich zum Ge-
samtkohlenstoffA des Systems kommt der GesamtwassergehaltB als Bifurkati-
onsparameter hinzu.
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Abbildung 5.8: Phasenraumportraits im Vegetations-TemperaturraumfN;Tg für
ansteigenden GesamtkohlenstoffA. (a): “Kältewüste” und “kalter gr¨uner Planet”
sind stabile Fixpunkte, (b) “K¨altewüste”, “kalter” und “heißer gr¨uner” Planet sind
stabil, (c) “Kältewüste” und “heißer gr¨uner” Planet sind stabil. Die unterschiedlich
schraffierten Fl¨achen geben die Attraktionsgebiete der jeweiligen Fixpunkte an.
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Kapitel 6

Zweidimensionales
Automatenmodell

6.1 Entwicklung des Modells

6.1.1 Temperaturverteilung

Nach der Analyse des Lovelock-Watson-Modells und Entwicklung von einfachen
Klima-Biosphärenmodellen kommen wir zu dem im Abschnitt 3 besprochenen
Modell zurück, welches aus einer diffusiven Kopplung des nulldimensionalen
Modells entstanden ist. Eine Beschreibung des Modells l¨aßt sich auch in von
Bloh et al. (1997) finden. An jedem Raumpunkt sind neben der mittleren Tempe-
raturT(x) die für jede Art unterschiedlichen TemperaturenTi(x) definiert. Diese
Größen sollen nun durch eine einziges, jetzt aber 2-dimensionales Temperaturfeld
T(x;y) ersetzt werden. F¨ur die Temperaturbestimmung relevante Parameter sind
dann die lokale Albedoα(x;y), Wärmekapazit¨at κ, lateraler WärmetransportDT

sowie EinstrahlungS.
Die Planetenoberfl¨ache soll bez¨uglich der Parameterκ, DT homogen sein.

Wählt man eine ebenfalls homogenen EinstrahlungSder Sonne, so befindet sich
der unbelebte Planet analog zum einfachen Modell nach

σBT4
0 = S(1�α0) (6.1)

auf der GleichgewichtstemperaturT0.
Die Temperaturverteilung wird allein aus der partiellen Differentialgleichung

κ
∂T(x;y; t)

∂t
= DT

�
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

�
T(x;y; t)| {z }

Diffusion

�σBT(x;y; t)4| {z }
Abstrahlung

+S(1�α(x;y; t))| {z }
Einstrahlung

(6.2)
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bestimmt. Die Kopplung mit dem Vegetationsmodell erfolgt ¨uber die Funktion der
lokalen Albedoα(x;y).

6.1.2 Vegetationsdynamik

Die Bestimmung der lokalen Albedoα(x;y), die unmittelbar mit dem Wachstum
der Pflanzen gekoppelt ist, blieb bis jetzt unber¨ucksichtigt. Die Wachstumsfunkti-
on β(T) nach Gl. 2.6 jeder einzelnen Art soll unver¨andert bleiben, aber lokal von
der TemperaturT(x;y) abhängen.

Für die Beschreibung der Populationsdynamik des r¨aumlichen Modells bietet
sich das Konzept des zellul¨aren Automaten (CA)(Wolfram, 1986; Goles, 1994)
an. Dabei wird das Modell r¨aumlich und zeitlich diskretisiert und das zeitliche
Verhalten durch einen endlichen Satz von lokalen Regeln bestimmt. Zellul¨are Au-
tomaten sind erfolgreich in der L¨osung von Problemen in der Str¨omungsmechanik
(“Lattice gas automata”, siehe u.a. (Doolen, 1990)) oder auch zur Modellierung
der Kalzitbildung in Sedimenten (Kropp et al., 1996) angewendet worden.

Die zweidimensionale Ebene wird durch ein kartesisches Gitter(xi;yj) mit
xi = i �∆x undyj = j �∆y, i; j 2 N diskretisiert. Die Evolution in der Zeit vollzieht
sich ebenfalls in diskreten Schrittentn = n �∆t mit n2 N . Jede SystemvariableF
wird dann zu einer FunktionF(xi;yj ; tn).

Zur Beschreibung der Populationsdynamik wird eine bin¨arwertige Funktion
c(xi;yj ; tn) 2 N3!f0;1g definiert:

c(xi;yj ; tn) =

�
1 falls Zelle mit Vegetation besetzt
0 sonst

Jede dieser mit Vegetation besetzten Zellen kann als Attribut die Albedoα(xn;yn; tn)
zugeordnet werden, deren Wert sich im allgemeinen von der Hintergrundalbedo
α0 unterscheidet. Dadurch kann jede der Zellen nur maximal von einer Pflanze
besetzt werden.

Die zeitliche Entwicklung verl¨auft in diskreten Schrittentn = n∆t und wird
durch folgende nichtdeterministische Regeln f¨ur alle Gitterzellen(xi;yj) bestimmt:

Regel 1: c(xi;yj ; tn) = 1, d.h. Zelle besetzt.

)
c(xi;yj ; tn+1) =

�
1 mit Wahrscheinlichkeit 1� γ
0 sonst

α(xi;yj ; tn+1) =

�
α(xi;yj ; tn) falls c(xi;yj ; tn+1) = 1
α0 sonst

Regel 2: c(xi;yj ; tn) = 0, d.h. Zelle unbesetzt. W¨ahle zufällig Nächstnachbarplatz
(xNN;yNN) von (xi;yj) aus. Fallunterscheidung:
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γ

1−γ

1/2β

1/2β

1−β

Abbildung 6.1: Wachstumsregeln f¨ur eine Gitterzelle. Deren Zustand zur Zeittn+1

hängt nur von ihrem Zustand zur Zeittn und der ihrer N¨achstnachbarzellen ab.

Regel 2.1: c(xNN;yNN; tn) = 0

) c(xi;yj ; tn+1) = 0;α(xi;yj ; tn+1) = α0

Regel 2.2: c(xNN;yNN; tn) = 1

)
c(xi;yj ; tn+1) =

�
1 mit Wahrscheinlichkeitv�β
0 sonst

c(xi;yj ; tn+1) =

�
f (α(xNN;yNN; tn)) falls c(xi;yi; tn+1) = 1
α0 sonst

Regel 1 beschreibt das Sterben einer Pflanze mit der Wahrscheinlichkeitγ analog
zum Ursprungsmodell. Regel 2 legt das Wachstumsverhalten fest. Da nur maxi-
mal eine Pflanze pro Zelle existieren kann, findet Wachstum nur auf unbesetzten
Zellen und nur zwischen N¨achstnachbarzellen statt. Eine graphische Darstellung
der Wachstumsregeln zeigt Abb. 6.1.

Die Wachstumswahrscheinlichkeitβ kann dabei einerseits so gew¨ahlt werden,
daß sie von der Temperatur der zu bewachsenen Zelle abh¨angt (Version A)

β = β(xi;yj ; tn):

oder andererseits abh¨angig ist von der Temperatur der N¨achstnachbarzelle (Versi-
on B)

β = β(xNN;yNN; tn);
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Die Funktion f in Regel 2.2 erlaubẗAnderungen der Albedo im Wachstums-
schritt. Setzt manf zu

f (α)� α; (6.3)

so bleibt die Albedo im Wachstumsschritt erhalten. Durch eine zufallsabh¨angige
Änderung nach

f (α) = α+R;R2 [�r; r];hRi= 0;R zufallsverteilt;

läßt sich eine ungerichtete Mutation (hRi = 0) der Albedo modellieren mitr als
der Mutationsrate.

Dabei hängt die Wachstumswahrscheinlichkeit nur von der lokalen Tempera-
tur der Nächstnachbarzelle sowie von der Anzahl der bewachsenen N¨achstnach-
barzellen ab. Die Beschr¨ankung auf N¨achstachbarwachstum spiegelt die einge-
schränkte Mobilität der Pflanzen wider.

Die partielle Differentialgleichung (6.2) f¨ur T wird durch ein finites, explizites
Differenzenschema mit der gleichen Gittergr¨oßeN ersetzt:

T(xi;yj ; tn+1) = T(xi;yj ; tn)+
1
κ
�
S(1�α(xi;yj ; tn))

�σBT(xi;yj ; tn)
4

+DT

 
∑

k;l=NN(i; j)

T(xk;yl ; tn)�4T(xi;yj ; tn)

!!
(6.4)

Aufgrund des expliziten L¨osungsansatz darfκ bzw.DT dabei nicht zu groß gew¨ahlt
werden, um numerische Stabilit¨at zu gewährleisten (Marsal, 1989). Ein implizi-
tes Verfahren, das f¨ur alle gewählten Zeitschritte Stabilit¨at garantieren w¨urde, läßt
sich wegen der in Gl. 6.2 auftretenden Nichtlinearit¨at nur bedingt einsetzen.

6.1.3 Rand- und Startbedingungen

Der Zustand jeder Zelle sowohl bez. Albedo und Temperatur h¨angt nur von den
Nächstnachbarzellen ab. Beschr¨ankt man sich auf endliche Gitter, m¨ussen die
Randbedingungen der Gitterzellen festgelegt werden. Es werden periodische Rand-
bedingungen gew¨ahlt, für die gilt:

c(x0;yj ; tn) = c(xL;yj ; tn) (6.5)

c(xL+1;yj ; tn) = c(x1;yj ; tn)

c(xi;y0; tn) = c(xi;yL; tn)

c(xi;yL+1; tn) = c(xi;y1; tn) ; i; j = 1; : : : ;L;
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wobeiL die Gittergröße angibt. Entsprechendes gilt f¨ur das Temperatur- und Al-
bedofeld. In jedem Zeitschritt muß sowohl die Temperatur- als auch die Albedo-
verteilung aktualisiert werden.

Die Anfangsverteilungc(xi;yj ; t0), α(xi;yj ; t0) kann ein zufällige Besetzung
der Zellen mit Pflanzen mit einer Zufallsverteilung der Albeden sein. Das Tempe-
raturfeld wird entsprechend des gew¨ahlten Wertes vonSauf die korrespondieren-
de TemperaturT0(S) nach Gl. 6.1 gesetzt:

T(xi;yj ; t0) = T0(S)

Wählt manf entsprechend Gl. 6.3, wird in diesem Modell jeder Pflanze eine Al-
bedo zugeordnet, die beim Wachstum als Eigenschaft unver¨andert weitergegeben
wird. Je nachdem, wie viele verschiedene Pflanzen als Startbedingung vorgege-
ben wurden, so viele Sorten existieren im Modell. Aufgrund nichtverschwinden-
der Aussterbewahrscheinlichkeiten f¨ur einzelne Arten kann die Artenvielfalt nur
eine monoton fallende Funktion der Zeit sein.

6.2 Vergleich mit dem ursprünglichen Lovelock-Watson-
Modell

Um das Automatenmodell mit der Differentialgleichungsformulierung des urspr¨ung-
lichen Lovelock-Watson-Modells vergleichen zu k¨onnen, m¨ussen die Besetzungs-
wahrscheinlichkeitenN(x;y; t) mit

N(x;y; t) := hc(x;y; t)i;

wobei h�i einer Ensemblemittelung entspricht, durch eine partielle Differential-
gleichung gen¨ahert werden.

Im folgenden beschr¨anken wir uns zuerst auf eine Vegetationsart ohne Muta-
tion der Albedo (f (α)� α). Die WahrscheinlichkeitN(x;y; t), daß eine Zelle von
Vegetation bedeckt wird, bestimmt sich dann f¨ur Version A des Automaten zu:

N(x;y; t +∆t) = (1� γ)N(x;y; t)+β(T)(1�N(x;y; t))
1
4
fN(x+∆x;y; t)+

+N(x�∆x;y; t)+N(x;y+∆y; t)+N(x;y�∆y; t)g: (6.6)

Entwicklung vonN(x;y; t) in einer Taylorreihe inx, y bis zweiter Ordnung undt
bis erster Ordnung liefert

N(x�∆x;y; t) = N(x;y; t)�∆x
∂N
∂x

+
1
2

∆x2∂2N
∂x2 +O(∆x3); (6.7)
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N(x;y�∆y; t) = N(x;y; t)�∆y
∂N
∂y

+
1
2

∆y2∂2N
∂y2 +O(∆y3); (6.8)

N(x;y; t +∆t) = N(x;y; t)+∆t
∂N
∂t

+O(∆t2): (6.9)

Einsetzen der Taylorreihen (6.7)–(6.9) in (6.6) liefert schließlich die partielle Dif-
ferentialgleichung

∂N
∂t

=�γ0N+β0(T)(1�N)

�
N+Dx

∂2N
∂x2 +Dy

∂2N
∂y2

�
:

mit γ0 = γ=∆t, β0 = β=∆t, Dx =
1
2∆x2 undDy =

1
2∆y2.

Für Version B des Automaten ergibt sich analog:

N(x;y; t +∆t) = (1� γ)N(x;yt)+(1�N(x;y; t))
1
4
f

β(T(x+∆x;y; t))N(x+∆x;y; t)+

+β(T(x�∆x;y; t))N(x�∆x;y; t)+

+β(T(x;y+∆y; t))N(x;y+∆y; t)+

+β(T(x;y�∆y; t))N(x;y�∆y; t)g (6.10)

Taylorentwicklung in∆x, ∆y und∆t liefert als Ergebnis

∂N
∂t

=�γ0N+(1�N)

�
β0N+

�
Dx

∂2

∂x2 +Dy
∂2

∂y2

�
(β0N)

�
:

Für homogene L¨osungen, d.h.N(x;y; t)� N(t), entsprechen die Gleichungen so-
wohl für Version A als auch Version B dem System mit einer Art (siehe Gl. 2.7).

Berücksichtigen wir für das homogene System ein kontinuierliches Arten-
spektrum mit Albedoα 2 [0;1] und Mutation, erhalten wir f¨ur N(α; t) folgende
Gleichung:

N(α; t +∆t) = (1�N(α; t))γ+β(T)
�

1�
Z 1

0
N(α0; t)dα0

�
1
2r

Z α+r

α�r
N(α0; t)dα0

(6.11)
Taylorentwicklung inα ergibt folgenden Ausdruck f¨ur N(α+∆α; t)

N(α+∆α; t) = N(α; t)+∆α
∂

∂α
N(α; t)+

1
2

∆α2 ∂2

∂α2N(α; t)+O(∆α3): (6.12)

Setzt man nun (6.12) in (6.11) ein, ergibt sich folgende Gleichung f¨ur kleine Mu-
tationsratenr:

∂
∂t

N(α; t)=�γ0N(α; t)+β0(T)

�
1�

Z 1

0
N(α0; t)dα0

��
N(α; t)+

1
6

r2 ∂2

∂α2N(α; t)
�

(6.13)
Auch hier stimmt die Gleichung mitr � 0 überein mit der Ausgangsgleichung des
ursprünglichen Lovelock-Watson-Modells.
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6.3 Numerische L̈osung des Automatenmodells

6.3.1 Implementation auf Parallelrechner

Der Simulationsaufwand steigt bei dem hier vorgestellten Modell quadratisch mit
der GittergrößeL an und erfordert bei gr¨oßeren Gittern eine relativ hohe Rechen-
leistung. Statt nun Rechner mit immer schnelleren und entsprechend ¨uberpropor-
tional teureren Prozessoren zu verwenden, stellt die Verwendung von Parallel-
rechnern, bei dem auf mehreren Prozessoren geringerer Leistung verteilt das Pro-
blem bearbeitet wird, eine sinnvolle Alternative dar. Durch die in diesem Modell
ausschließlich vorhandene N¨achstnachbarkopplung sind die Voraussetzungen f¨ur
eine effiziente Parallelisierung gegeben.

Parallelrechnerarchitekturen lassen sich dabei in 2 Klassen einteilen:

1. Zum einen handelt es sich um “shared Memory” Architekturen, bei der
mehrere Prozessoren auf einen gemeinsamen globalen Speicher zugreifen.
Die Verwendung dieser Architektur beschr¨ankt die maximale Zahl der Pro-
zessoren (typisch bis zu 32), weil sonst der konkurrierende Zugriff mehrerer
Prozessoren auf den gemeinsamen Speicher zu Konflikten f¨uhrt. Ihr großer
Vorteil liegt in der einfachen Programmierbarkeit. Das Problem muß nur
auf parallel verarbeitende “Threads” aufgeteilt werden, die alle auf einen
gemeinsamen Speicher zugreifen k¨onnen.

2. Ein alternatives Konzept stellt der “distributed Memory” Computer dar, bei
dem die Prozessoren lokal ¨uber eigenen Speicher verf¨ugen. Der notwendige
Austausch von Daten erfolgt dann ¨uber ein zus¨atzliches Kommunikations-
netzwerk. Den wesentliche Unterschied der beiden Architekturen verdeut-
licht Abb. 6.2. Der Nachteil einer solchen L¨osung liegt in dem signifikant
langsameren Speicherzugriff auf Daten außerhalb des lokalen Speichers.
Zudem liegt dieser Art von Parallelrechnern ein anderes Programmierpara-
digma zugrunde: das Message-passing Konzept. Dementsprechend aufwen-
dig ist eine Anpassung der sequentiellen Programme auf solche Maschinen.

6.3.2 Parallelisierung des zellul̈aren Automaten

Da der Zustand des CA zu einem Zeitschrittn von Zustand zum Zeitschrittn�1
abhängt, läßt sich das Problem in zeitlicher Richtung nicht parallelisieren. Daf¨ur
verspricht die Parallelisierung in r¨aumlicher Richtung weitaus gr¨oßeren Erfolg, da
hier die Abhängigkeit auf Nächstnachbarzellen beschr¨ankt bleibt.

Ein weiteres Problem besteht in der Auswahl eines geeigneten Zufallszahlen-
generators. Ein g¨angiger Zufallszahlengenerator (James, 1990) berechnet nach der
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Abbildung 6.2: Shared Memory (linke Seite) versus distributed Memory Archi-
tektur (rechte Seite).

Iterationsvorschrift

s (a�s)mod b

mit geeignet zu w¨ahlendena, b eine im Intervall[1;b�1] gleichverteilte Zufalls-
zahl. Aufgrund der direkten Abh¨angigkeit läßt sich der Algorithmus nicht paral-
lelisieren. Eine L¨osungsm¨oglichkeit besteht darin, mit lokal verschiedenen An-
fangswerten des Zufallsgenerators auf jedem Prozessor zu starten. Von diesem
Ansatz ist bei den Parallelalgorithmen Gebrauch gemacht worden.

Für die gewählte Aufgabenstellung bietet sich prim¨ar als Kommunikations-
struktur für ein distributed Memory System eine Gittertopologie an, in der je-
der Prozessor durch 4 Kommunikationskan¨ale mit seinen Nachbarn verbunden
ist (Abb. 6.3). Jeder Zeitschritt kann parallel auf jedem Prozessor mit dem loka-
len Untergitter durchgef¨uhrt werden. Nach jedem dieser Zeitschritte ist aber eine
Austausch der Randzellen der Gitter n¨otig.

6.3.3 Effizienzanalyse der Parallelisierung

Bei Verwendung vonp Prozessoren steigert sich die Rechenleistung nicht un-
bedingt um den gleichen Faktorp. Bestimmte Teile eines Programms k¨onnen
nur sequentiell mit entsprechend geringerer Rechenleistung abgearbeitet werden,
während andere Teile parallel auf s¨amtlichen Prozessoren mit entsprechend hoher
aggregierter Rechenleistung ablaufen. Besteht ein solches Programm nun ausn
Segmenten, die jeweilsNi Schritte mit einer Rechengeschwindigkeit vonri Schrit-
ten pro Sek. ausf¨uhren , dann bestimmt sich die gesamte Rechenleistung f¨ur die
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Abbildung 6.3: Gittertopologie mitM = 16 Prozessoren: Jeder Prozessor hat ge-
nau 4 Nachbarn.

N = N1+ � � �Nn Schritte nach (“Amdahl’s law” (Almasi und Gottlieb, 1989)):

r =
N

N1
ri
+ � � �+ Nn

rn

Unter der Voraussetzung, daß der Anteilf eines Programms parallel abl¨auft
und der Anteil 1� f nur sequentiell, ergibt sich f¨ur die Rechenzeitbeschleunigung
(“Speedup”)Sp, definiert als

Sp :=
Laufzeit für 1 Prozessort1
Laufzeit für p Prozessortp

;

für p Prozessoren:

Sp
p
=

f +(1� f )p Ware ’s law

Die Effizienz der Parallelisierung, definiert als

Ep :=
t1
ptp

=
1
p

Sp

bestimmt sich dann zu

Ep =
1

f +(1� f )p

und geht für großep gegen 0.
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Für den hier vorliegenden Algorithmus ergibt sich nun folgende Absch¨atzun-
gen der Effizienz: Besteht der Parallelrechner ausp Prozessoren, so sind in jedem
ProzessorL2=p Gitterzellen vorhanden. Jedes dieser Teilgitter hat 4L=p Ober-
flächenpunkte, die mit den Nachbarprozessoren ausgetauscht werden m¨ussen. Er-
fordert jede Gitterzellec1 Rechenoperationen und die Kommunikation einer Ober-
flächenzelle mit einem Nachbarnc2 Rechenoperationen, so ergibt sich f¨ur die Ef-
fizienzEp der Parallelisierung:

Ep =

1
p �c1N2

c1
L2

p +c2
4Lp

p

=
1

1+ 4c2
c1

p
p

L

Für große GitterL geht die Effizienz gegen den optimalen Wert 1 und geh¨ort somit
zur Klasse der effektiven parallelen Algorithmen.

Für die einfachere Ringtopologie ergibt sich f¨ur die Effizienz der Wert

Ep =
1
M c1L2

c1
L2

p +c2L
=

1
1+ c2

c1

p
L
; (6.14)

der dem Ware’s law entspricht, weil der Kommunikationsanteil f¨ur unterschiedli-
chep konstant bleibt.

Bei den dargestellten Absch¨atzungen blieben die notwendigen Ein-/Ausga-
beoperationen unber¨ucksichtigt. Da die Ausgabe normalerweise nicht in jedem
Iterationsschritt erfolgt, haben sie f¨ur die Gesamtlaufzeit des Algorithmus nur eine
untergeordnete Bedeutung.

Das in den vorigen Abschnitten entwickelte Modell wurde auf einem IBM-
SP2 Parallelrechner implementiert. Die notwendigen Kommunikationen wurden
mit dem Message-passing Paradigma unter Verwendung der standardisierten MPI-
Bibliothek (Gropp et al., 1994) realisiert. Die dem Kommunikationsnetzwerk zu-
grunde liegende Netzwerkstruktur (High-Performance Switch) ist topologieun-
abhängig.

Die notwendige Verteilung der Gitter und Kommunikationsaufrufe wurden in
eine parallele Library ausgelagert, so daß der vorliegende Code nur eine minimale
Zahl von spezifischen Parallelaufrufen enth¨alt und so ohne wesentlichëAnderun-
gen auch auf einer sequentiellen Maschine eingesetzt werden kann.

Um die Abschätzung für die Effizienz der Parallelisierung des Automatenmo-
dells zu verifizieren, wurden f¨ur eine gegebene Gittergr¨oßeL = 200 die Rechnun-
gen bei ansonst identischen Parametern f¨ur verschiedene Prozessorzahlenp mit
der Torustopologie durchgef¨uhrt. Nach Gl. 6.14 muß die RechenzeitT(p) für die
Torustopologie in der Form

T(p) = c1
1
p
+c2

1p
p

(6.15)
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Prozessorzahlp RechenzeitT(p) in Sek.

4 933.62
8 479.66
16 392.94
32 203.34
50 118.48

Tabelle 6.1: Rechenzeit in Abh¨angigkeit von der Prozessorzahl f¨ur Gittergröße
L = 200 bei sonst gleicher Parameterwahl.

von p abhängen.
In Abb. 6.4 ist die RechenzeitT nach Tab. 6.1 und EffizienzE gegen¨uber der

Prozessorzahlp aufgetragen. Die Parameter der Kurve f¨ur die Effizienz wurde
durch lineare Regression vonT(p)p gegen¨uber

p
p ermittelt. Die gemessenen

Werte werden sehr gut durch diese Kurve wiedergegeben, es best¨atigt sich also
die funktionale Form der Abh¨angigkeit vonT(p) laut Gl. 6.15.

Abbildung 6.4: Gemessene RechenzeitT in Abhängigkeit von der Prozessorzahlp
für Torustopologie (linke Seite). Auf der rechten Seite ist die zugeh¨orige Effizienz
E dargestellt. Die durchgezogene Linie gibt Gl. 6.15 mit durch lineare Regression
bestimmtenc1, c2 wieder.

6.4 Analyse für konstante solare Einstrahlung

Die numerische Analyse wurden zun¨achst bei konstanter solarer Einstrahlung
ohne Mutation und mit verschiedenen Mutationsratenr durchgeführt. Die Si-
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Parameter Wert

L 200
κ 2500
DT 10
σB 5:6696�10�8

γ 0.02
∆t 1
∆x 1
∆y 1

Tabelle 6.2: In den Modellsimulationen gew¨ahlte Parameter f¨ur das Automaten-
modell.

mulation erfolgt auf einem kartesischen 200� 200 Gitter (L = 200) mit Torus-
Geometrie, d.h. mit periodischen Randbedingungen f¨ur Version A des zellul¨aren
Automaten. Die Parameter wurden entsprechend Tab. 6.2 gew¨ahlt.

Dabei zeigt sich, daß die globale Mitteltemperatur definiert als

T̄ :=
1
L2

L

∑
i=1

L

∑
j=1

T(xi;yj)

sich nach� 104 Iterationen auf die optimale WachstumstemperaturTopt einstellt.
Die Verteilung der Arten kann durch das ArtenspektrumB(α) definiert als

B(α)dα := Anzahl der Arten mit Albedoα0 2 [α+dα]

quantifiziert werden. Die Durchschnittsalbedoᾱ und die Varianzσ2 wird für das
Artenspektrum dabei nach

ᾱ =
1
n

Z 1

0
αB(α)dα;σ2 =

1
B

Z 1

0
α2B(α)dα� ᾱ2

;

bestimmt. Die Varianzσ2 kann dabei als Maß f¨ur die Biodiversität aufgefaßt wer-
den.

Das Artenspektrum wurde f¨ur eine Reihe von Mutationsratenr 2 [0;0:2] be-
stimmt. Betrachtet man dabei die Ergebnisse in Abb. 6.5, so lassen sich die Arten-
spektren für r < 0:1 durch gaussf¨ormige Verteilungen beschreiben:

B(α) ∝ e(α�ᾱ)=2σ2
:

Die Standardabweichungσ als Funktion der Mutationsrater ist in Abb. 6.6 gra-
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Abbildung 6.5: ArtenspektrenB(α) für Mutationsratenr = 0;0:005;0:01;0:1 nach
106 Iterationen bei konstanter solarer Einstrahlung,T0(S) = Topt.

phisch dargestellt. Eine obere Schranke f¨ur σ ist dabei durch ein gleichverteiltes
Spektrum mit

σ2 =
Z 1

0
α2dα� ᾱ2 =

1
3
� 1

4
=

1
12

gegeben. F¨ur r = 0 stellt sich einδ-förmiges Spektrum ein, d.h. f¨ur tn! ∞ bleibt
nur eine Art mitα = αopt übrig.

6.5 Analyse für linearen Anstieg der solaren Ein-
strahlung

Die analog zum urspr¨unglichen Modell interessantere Fragestellung ist das Ver-
halten bei Variation der solaren EinstrahlungS. S wird dabei in einem Zeitraum
linear hochgefahren, der gen¨ugend groß gegen¨uber der im vorigen Abschnitt be-
stimmten Einschwingzeit des Systems ist.

Verhalten ohne Mutation
Die Simulation wurde zuerst ohne Mutation (r = 0) durchgef¨uhrt. Als Ergebnis

der Simulation stellt sich f¨ur die mittlere TemperaturT ein ähnliches Verhalten
wie bei dem einfachen Modell heraus;T bleibt für einen weiten Bereich vonS
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Abbildung 6.6: Standardabweichungσ für verschiedene Mutationsratenr. Die ho-
rizontale gestrichelte Linie gibt den Wert bei gleichverteiltem Spektrum (B(α) =
const) an.

nahezu konstant (siehe Abb. 6.7). Dabei wurde eine Zufallsverteilung von 2 Arten
mit der Albedoα1 = 0:25 bzw.α2 = 0:75 als Anfangsbedingung gew¨ahlt, um ein
Vergleich mit dem nulldimensionalen Modell zu gewinnen.

Gibt man die Beschr¨ankung von 2 Arten auf, so ergibt sich bei sonst glei-
chen Parametern das in Abb. 6.8 gezeigte Verhalten bei Erh¨ohung vonS. Für
S> Scrit = 1:47 bei einer AnfangstemperaturT0 = 22:5�C stirbt die Vegetation
aus. Das Aussterben der Vegetation erfolgt bei einer deutlich niedrigeren solaren
Einstrahlung (siehe Abb. 6.7 f¨ur 2 Arten). Eine Erkl¨arung liefert die Analyse bei
konstanter solarer Einstrahlung f¨ur r = 0: Da sich die Vegetation mit der optima-
len Albedo gegen¨uber den anderen Arten durchsetzt, ist bei Erh¨ohung vonSkeine
den neuen Bedingungen angepaßte Art verf¨ugbar.

Verhalten mit Mutation
Bei r = 0:05 liefert eine Simulation bei konstanter EinstrahlungSein deutlich

besseres Regelverhalten als ohne Mutation. Die Temperatur wird ¨uber ein signifi-
kant größeres Intervall (Scrit = 2:41) auf die optimale WachstumstemperaturTopt

gehalten.
Der Bereich der solaren Einstrahlung, der noch von der Vegetation auf die

optimale Wachstumstemperatur eingeregelt werden kann, wird von der Gr¨oße der
Mutationsrate abh¨angen. Um den Einfluß der Mutationsrate auf das Regelintervall
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Abbildung 6.7: Oberes Bild: Mittlere Temperatur des Modells bei einer Anfang-
stemperatur vonT0 = 22:5�C bei linearer Erh¨ohung vonS. Unteres Bild: Flächen-
anteil der beiden Arten,α1 = 0:25,α2 = 0:75.

quantitativ erfassen zu k¨onnen, werden die Simulationen bei ansonst unver¨ander-
ten Parametern f¨ur eine Schar von Mutationsratenr wiederholt und der Punkt
bestimmt, an dem die Vegetation auf dem Planeten verschwindet.

Diese kritische EinstrahlungScrit ist in Abb. 6.10 gegen¨uber der variierten Mu-
tationsrater 2 [0;0:2] aufgetragen. F¨ur r � 0:06 nimmtScrit ein Maximum mit
Smax= 2:41 an, während bei einer weiteren Erh¨ohung der Mutationsrate das Re-
gelintervall wieder abnimmt.

Die kritische solare Einstrahlung bei fixierter Mutationsrate h¨angt sicherlich
von dem Albedointervall[αmin;αmax] ab, der für die Vegetation zul¨assig ist (siehe
auch die Analyse f¨ur das Lovelock-Watson-Modell in Abschnitt 2.2.2). Die bis-
herigen Simulationen wurden mit den Werten[αmin;αmax] � [0;1] durchgeführt.
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Abbildung 6.8: Oberes Bild: Mittlere Temperatur des Modells bei einer Anfang-
stemperatur vonT0 = 22:5�C bei linearer Erh¨ohung vonSohne Albedomutation.
Als Startbedingung wurde ein gleichverteiltes Artenspektrum mitα 2 [0;1] vor-
gegeben. Anzahl der Iterationen: 106. Unteres Bild: Kumulatives Artenspektrum.

Verringert man nun das Intervall symmetrisch um den Faktora mit

[αmin;αmax] = [a;1�a];

so ergibt sich f¨ur die kritische solare Einstrahlung eine monoton fallende Funktion
(Abb. 6.11). Bisa� 0:15 bleibt das Regelverhalten unbeeinflußt, um dann konti-
nuierlich schlechter zu werden. F¨ur a> 0:4 ist keine Selbstregulation mehr fest-
zustellen, da der Zusammenbruch der Vegetation mit Erreichen vonTmax= 40�C
des vegetationslosen Planeten zusammenf¨allt.

Vergleich der beiden Automatenregeln.
Für die beiden Automatenregeln A und B ergibt sich gegen¨uber Erhöhung der
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Abbildung 6.9: Oberes Bild: Mittlere Temperatur des Modells mit Mutation (r =
0:05) bei einer Anfangstemperatur vonT0 = 22:5�C bei linearer Erh¨ohung vonS.
Sämtliche Modellparameter blieben sonst unver¨andert. Unteres Bild: Kumulatives
Artenspektrum.

solaren Einstrahlung ein unterschiedliches Verhalten (siehe Abb. 6.12): F¨ur die
Regel A, beiβ von der Nächstnachbarzelle bestimmt wird, von der aus das Wachs-
tum initiiert wird, zeigt ein deutlich schlechteres Regelverhalten.

6.5.1 Artenspektrum bei Erhöhung vonS

Die Erhöhung der solaren Einstrahlung hat auch Einfluß auf das Artenspektrum.
Abb. 6.13 zeigt das Artenspektrum beiS= 1:0 undS= 1:7. Man erkennt deut-
lich, daß die Artendiversit¨at, quantifiziert durch die Varianz des gaussf¨ormigen
Artenspektrums, bei zunehmender Einstrahlung abnimmt. Dies ist deutlicher in
Abb. 6.14 zu sehen, in der die Standardabweichungσ als Funktion der zuneh-
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Abbildung 6.10: Kritische EinstrahlungScrit gegen¨uber der Mutationsrater. Die
solare Einstrahlung wurde so gew¨ahlt, daßT0(S) = Topt = 22:5�C. Die angegebe-
nen Werte sind Durchschnittswerte aus 10 Simulationsl¨aufen.

menden EinstrahlungSaufgetragen ist.
Betrachtet man die Wachstumsfunktionβ als Funktion vonT�Topt, so wird

dies Verhalten verst¨andlich, wenn die Energiebilanzgleichung ber¨ucksichtigt wird:

T�Topt = [Ŝ(1�α)=σ]
1
4 � [Ŝ(1�αopt)=σ]

1
4

= S
1
4

Topt

(1�α0)
1
4

h
(1�α)

1
4 � (1�αopt)

1
4

i
(6.16)

Die TemperaturdifferenzT�Topt, die nach (2.6) eine Abnahme der Wachstumsra-
te bewirkt, nimmt für steigendesSzu. Entsprechend Gl. 6.13 nimmt f¨ur α 6= αopt

N(α) ebenfalls ab.

6.6 Hystereseeigenschaften

Bei Überschreiten einer kritischen EinstrahlungSbrechen die Regeleigenschaften
des Systems abrupt zusammen, s¨amtliche Arten sterben aus, so daß sich der Planet
bei weiterer Erh¨ohung der Temperatur sich wie ein unbelebter verh¨alt.

Eine interessante Fragestellung ist dabei, wie sich das System anschließend
bei Absenken der Temperatur verh¨alt, ob z.B. ein Hystereseverhalten vorliegt.
Um dies analysieren zu k¨onnen, m¨ussen die Wachstumsregeln des CA modifiziert
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Abbildung 6.11: Kritische solare EinstrahlungScrit als Funktion des Albedointer-
valls [a;1� a] der Vegetation. Die angegebenen Werte sind Durchschnittswerte
aus 10 Simulationsl¨aufen. Die horizontale Linie gibt den Wert der solaren Ein-
strahlung beiT0(S) = 40�C an. Für a> 0:4 ist keine Selbstregulation mehr fest-
zustellen.

Abbildung 6.12: Globale Mitteltemperatur̄T als Funktion der solaren Einstrah-
lungS für beide Automatenregeln A und B. Mutationsrater = 0:05.
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Abbildung 6.13: ArtenspektrumB(α) für solare Einstrahlungen beiS= 1:05 und
S= 1:7, Mutationsrater = 0:01.

werden, da nach den bisherigen Regeln das Aussterben einen irreversiblen Pro-
zeß darstellt. Durch Hinzunahme einer spontanen Erzeugungsrateπ bei Vorliegen
eines unbesetzten Gitterplatzes kann auch nach Aussterben der Vegetation eine
Wiederbesiedlung erm¨oglicht werden, sofern die Randbedingungen daf¨ur günstig
sind.π kann dabei sehr klein gew¨ahlt werden (π < 10�4), so daß der Einfluß auf
das Regelverhalten minimal bleibt.

Modifizierte Regel 2.1

)
c(xi;yj ; tn+1) =

�
1 mit Wahrscheinlichkeitπ
0 sonst

α(xi;yj ; tn+1) =

�
ρ falls c(xi;yj ; tn+1) = 1, ρ Zufallszahl2 [0;1]
α0 sonst

Abb. 6.16 zeigt die zeitlichëAnderung der mittleren Temperatur f¨ur das modi-
fizierte Modell. Wird nach dem Aussterben die Temperatur abgesenkt, so setzt
die Vegetation bei einer wesentlich kleineren solaren Einstrahlung wieder ein,
nämlich dann, wenn die Temperatur des unbelebten Planeten unterTmax= 40�C
fällt, so daßβ(T)> 0 ist.

6.7 Fragmentierung der Wachstumsfl̈ache

Bisher wurde das Regelverhalten beiÄnderung von ¨außeren Parametern, wie der
solaren EinstrahlungSuntersucht, und dabei festgestellt, daßS über einen weiten
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Abbildung 6.14:σ als Funktion der solaren Einstrahlung bei einer Mutationsrate
r = 0:01.

Bereich variiert werden kann, ohne zu einer wesentlichenÄnderung der mittleren
Temperatur zu f¨uhren. Erst ein̈Uberschreiten eines kritischen Wertes f¨ur S führt
zu einer drastischen̈Anderung des Regelverhaltens.

Statt nun den ¨außeren Parameter Einstrahlung zu variieren, k¨onnen in dem
räumlichen Modell aucḧAnderungen in der geometrischen Struktur des Systems
und deren Einfluß auf das Regelverhalten untersucht werden. Solche zeitlichen
Änderungen in der r¨aumlichen Struktur kann als ein einfaches Modell zur Frag-
mentierung der Landschaft angesehen werden.

6.7.1 Fragmentierung mit Hilfe des Perkolationsmodells

Das Perkolationsmodell(Stauffer und Aharony, 1992) wird als statisches Modell
bezeichnet, da hier keine Aussagen ¨uber das Wachstum einer Konfiguration gege-
ben sind. In seiner einfachsten Formulierung werden die Gitterpunkte eines ¨ubli-
cherweise quadratischen Gitters (L�L) mit einer vorgegebenen Wahrscheinlich-
keit p2 [0::1] besetzt. Die Konfiguration, die man erh¨alt, besteht aus vielen Clu-
stern, die sich jeweils dadurch auszeichnen, daß ihre Nachbarzellen besetzt sind,
und die somit eine (mehrfach) zusammenh¨angende, verbundene Struktur bilden
(Abb. 6.17).

Transportprozesse k¨onnen nur innerhalb einer solchen verbundenen Struktur
stattfinden. Es ist deshalb von besonderem Interesse, bei welcher “Besetzungs-
wahrscheinlichkeit”pCluster gefunden werden, die die gegen¨uberliegenden Gren-
zen des
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Abbildung 6.15: R¨aumliche Albedoverteilung f¨ur verschiedene solare Einstrah-
lungenS. Die Bilder auf der linken H¨alfte sind bei Erh¨ohen, auf der rechten Seite
bei Absenken vonSaufgenommen worden.

benutzten Gitters miteinander verbinden (Perkolationsfall). Dieser sogenannte
“Spanning Cluster” bildet dann den Tr¨ager für z.B. die Simulation von Transport
oder Durchfluß durch por¨ose Medien (Sickern von Wasser durch Sandlagen etc.),
wobei die Por¨ositätφ im Zusammenhang mitp steht und durch

φ :=
Porenraumvolumen

Gesamtvolumen

gegeben ist. Da die Besetzung der Gitterpl¨atze im Perkolationsmodell unabh¨angig
von den Nachbarzellen ist, ist die Gesamtzahl allernicht besetzten Porenraum-
punkte durchL2 � (1� p) gegeben.φ ist somit gleich 1� p. Ein direkter Zusam-
menhang zwischen dem Auftreten von “Spanning cluster” und realen Durchfluß-
phänomenen kann aber nur statistisch sein, da hier weitere Gr¨oßen, wie z.B. Korn-
größenverteilung und -morphologie eine Rolle spielen.
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Abbildung 6.16: Verhalten bei anschließendem Absenken der solaren Einstrah-
lung (spontane Erzeugungsrateπ = 10�4).

Dennoch lassen sich wichtige Aussagen gewinnen: Unterhalb einer kritischen
Wahrscheinlichkeit vonpc= 0:59273�0:00003 (Ziff, 1986) verh¨alt sich der gr¨oßte
zusammenh¨angende Cluster einertypischenKonfiguration wie lnL. Bei p = pc

zeigt sich eine fraktale Struktur, d.h. die Zahl der GitterpunkteNs , die zum “Span-
ning Cluster” geh¨oren, skaliert mitLD (D� 1:89) und für p> pc sind die Gebilde
flächenhaft.

Da, wie erwähnt die Besetzung der einzelnen Gitterpl¨atze voneinander un-
abhängig erfolgt, läßt sich auch eine andere Vorgehensweise realisieren. Man
wählt einen Startpunkt und besetzt die Randpunkte mit der Wahrscheinlichkeit
p oder “immunisiert” sie mit der Wahrscheinlichkeit 1� p. Mittels dieser Tech-
nik entsteht eine einzelne, zusammenh¨angende Struktur, die f¨ur verschiedenep
das oben beschriebene Verhalten widerspiegelt: F¨ur p< pc “sterben” die Struktu-
ren nach einer endlichen Anzahl von Schritten aus. Beip= pc wird die Struktur
erstmalig mit hoher Wahrscheinlichkeit beliebig groß und zeigt Struktur ¨uber vie-
le Skalen (Ncl ∝ r1:89). Wennp > pc ist, entsteht ein kompaktes Gebilde. Diese
Modifikation des Perkolationsmodells entspricht dann dem Epidemie Modell.

85



Abbildung 6.17: Cluster f¨ur verschiedenep, (p = 0:3, p = 0:5, p = pc = 0:593,
p= 0:7). Ein zusammenh¨angender Cluster ist jeweils dunkel markiert.

6.7.2 Modifikationen des Automatenmodells

Mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeitp0 wird eine Zelle(i; j) in einem Zeit-
schritt tn des CA als nicht mehr bewachsbar gekennzeichnet, d.h. f¨ur alle k > n
gilt:

c(i; j; tk) = 0;α(i; j; tk) = α0 für alle k> n

Diese Wahrscheinlichkeit ist unabh¨angig von dem Zustand der Zelle und de-
ren Nachbarzellen, insbesondere h¨angt sie nicht davon ab, ob die Zelle besetzt
oder unbewachsen ist. Die physikalischen Eigenschaften, wie W¨armeleitung, -
kapazität und Albedo entsprechen einer unbewachsen Zelle in dem CA. Nachn
Zeitschritten bestimmt sich die Wahrscheinlichkeitp(tn), für eine beliebige Zelle
(i; j) des Automaten nicht als bewachsbar gekennzeichnet zu sein, nach

p(tn) = 1� (1� p0)
n
:
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Die Wahrscheinlichkeitenp sind unabh¨angig vom Zustand der Nachbarzellen und
der Ausdruck 1� p(tn) = (1� p0)

n gibt im Mittel den Flächenanteil des Lebens-
raums der Pflanzen an. F¨ur n! ∞ gilt limn!∞ p(tn) = 1, d.h. die Oberfl¨ache be-
steht komplett aus nicht mehr bewachsbaren Zellen. F¨ur endlichen ist p immer
echt kleiner als 1.

Die Hauptfragestellung ist nun, wie sich der abnehmende Lebensraum der
Pflanzen auf deren Regelf¨ahigkeit für das Gesamtsystem auswirkt. Hierzu wird
die solare Einstrahlung auf einen Wert eingestellt, so daß die Gleichgewichtstem-
peraturT0 des unbewachsenen Planeten vonTopt abweicht, z.B.T0 = 40�C be-
trägt. Die Keimungswahrscheinlichkeitπ wurde zu 0 gew¨ahlt, die Mutationsrate
r auf 0.01, alle anderen Parameter entsprechend. Tab. (6.2). Die verschwinden-
de Keimungswahrscheinlichkeit verhindert die R¨uckbesiedlung unbewachsenener
Gebiete.

Eine Simulation zur Fragmentierung der Landschaft wurde f¨ur p0 = 1:25�
10�6 und 1� 106 Iterationen durchgef¨uhrt bei einer Gittergr¨oße von 400� 400.
Die Fragmentierung wurde erst gestartet, nachdem das System im Gleichgewicht
war. Die resultierende mittlere Temperatur und das Artenspektrum f¨ur zunehmen-
de Fragmentierung ist in Abb. 6.18 graphisch dargestellt. Aufgrund des Regelver-
haltens der Pflanzen stellt sich nach wenigen Iterationen (� 104) eine Temperatur
vonT̄ � 22:5�C ein. Dabei ist zu beobachten, daß dieser Wert vonT̄ bis zup� 0:4
erstaunlich stabil gehalten wird, erst in dem Bereich von 0:4< p< 0:5 weicht er
zunehmend vom Optimum ab. Beip> 0:56 ist der WertT = T0 des unbewachse-
nen Planeten erreicht.

6.7.3 Erklärung des Verhaltens

Das Verhalten l¨aßt sich für p in drei Bereiche aufteilen:

1. 0� p< 1�pc� 0:407. In diesem Bereich regelt das System die Temperatur
auf den optimalen Wert f¨ur die Vegetation. Der Wachstumsraum bildet ein
mehrfach zusammenh¨angendes Gebiet.

2. 1� pc � p < pc. In diesem Bereich zerf¨allt der Wachstumsraum in nicht
zusammenh¨angende Cluster. Die globale Mitteltemperatur weicht zuneh-
mend von der optimalen Wachstumstemperatur ab, d.h. das Selbstregulati-
onsvermögen läßt sukzessive nach.

3. pc � p � 1. In diesem Bereich bildet der zum Wachstumsraum komple-
mentäre Raum einen zusammenh¨angenden Cluster. Ein Selbstregulations-
vermögen ist nicht mehr festzustellen und die Vegetation stirbt schließlich
aus.
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Abbildung 6.18: Oberes Bild: Mittlere Temperatur in Abh¨angigkeit von der unbe-
wachsenen Fl¨achep. Anzahl der Iterationen:N = 106, Temperatur des unbewach-
senen PlanetenT0 = 35�C. Unteres Bild: Korrespondierendes Artenspektrum.
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Die Änderung der mittleren Temperatur bei Erreichen der Perkolationsschwel-
le sollte dabei als geometriebedingter Effekt zumindest f¨ur ein Intervall vonT0 un-
abhängig von der solaren Einstrahlung sein. Zu große Werte vonSbzw.T0 können
schon vor Erreichen der Perkolationsschwelle zu einem Zusammenbruch des Re-
gelverhaltens f¨uhren. Das ist dann der Fall, wenn die unbewachsbare Fl¨achep so
stark die Oberfl¨ache aufheizt, daß das System instabil wird.

Um die Unabh¨angigkeit von dem ParameterS nachzuweisen, wurde die Si-
mulation für eine Reihe von unterschiedlichen solaren Einstrahlungen wiederholt.
Die resultierende mittlere Temperatur gegen¨uber p ist in Abb. 6.19 graphisch
dargestellt. Man erkennt, daß der Zusammenbruch f¨ur alle Einstrahlungen mit
0�C < T0 < 50�C bei 1� pc erfolgt, also nicht vonS abhängt. Dieses Verhal-
ten ließ sich bei dem r¨aumlich nulldimensionalen Modell nicht beobachten (siehe
Abb. 2.7 in Abschnitt 2.3), bei dem kein konstanter kritischer Wert f¨ur den Zu-
sammenbruch festgestellt wurde.

Abbildung 6.19: Die Mitteltemperatur̄T als Funktion der solaren Einstrahlung
(parametrisiert durchT0(S)) und Fragmentierungsratep.

Der zunehmend unbewachsene Anteil bewirkt mit der Albedoα0 bei einer
Einstrahlung mitT0 > Topt eine zunehmende Aufheizung des Planeten. Um die-
sen Effekt zu unterdr¨ucken, kann man als Variante des Modells die W¨armelei-
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tung einer aus dem Wachstumsraum herausgenommenen Zelle unterbinden, d.h.
DT(xi;yj) = 0, falls Zelle(xi;yj) nicht mehr Element des Wachstumsraums ist.
Mögliche Veränderungen im Regelverhalten bei zunehmender Fragmentierung
sind dann nur auf die ver¨anderte Geometrie bzw. den verringerten Wachstums-
raum zurückzuführen.

Mit diesem variierten Modell sind analog zum vorherigen Abschnitt f¨ur ver-
schiedene Einstrahlungen die Simulationen durchgef¨uhrt worden. Auch bei dem
modifizierten Modell ergibt sich ein von der Einstrahlung unabh¨angiges Verhal-
ten (siehe Abb. 6.20). Beip� 1� pc weicht die mittlere Temperatur zunehmend
von Topt ab. Dabei muß beachtet werden, daß die mittlere TemperaturT nur von
den Zellen bestimmt wird, die noch bewachsen werden k¨onnen. F¨ur dieüber alle
Zellen gemittelte Temperatur̄T gilt der Ausdruck

T̄ = T0p+(1� p)Tp

aufgrund der verschwindenden W¨armeleitung der fragmentierten Zellen. Dieser
Ausdruck variiert auch bei konstantemTp mit p.

Abbildung 6.20: Mittlere Temperatur in Abh¨angigkeit von dem Fragmentierungs-
gradp für verschiedene konstante solare EinstrahlungenS. Die WärmeleitungDT

ist für die Gesteinsfl¨ache gleich Null.T ist die über alle bewachsbaren Zellen
gemittelte Temperatur. An der rechten Seite ist f¨ur jede Kurve die zuS korre-
spondierende GleichgewichtstemperaturT0 des unbelebten Planeten bezeichnet.
Gittergröße: 400�400.
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6.7.4 Einfluß der Systemgr̈oße

Die Perkolationsstudien beschr¨ankten sich bis jetzt auf eine Gittergr¨oße von 400�
400. Um den Einfluß der Gittergr¨oße auf das Verhalten an der Perkolationsschwel-
le abzusch¨atzen, wurden die Rechnungen f¨ur verschiedene Gittergr¨oßen wieder-
holt. In Abb. 6.21 sind die globalen Temperaturen gegen¨uber dem Parameterp
aufgetragen. Man erkennt, daß ab einer Systemgr¨oße von 400 sich das Verhalten
an der Perkolationsschwelle nicht mehr wesentlich ¨andert.

Abbildung 6.21: Entwicklung der globalen Temperatur gegen¨uber Parameterp für
verschiedene Systemgr¨oßen: (a)L = 200, (b)L = 400, (c)L = 800.

6.7.5 Einfluß der Fragmentierung auf das Artenspektrum

Es stellt sich nun die Frage, ob die zunehmende Fragmentierung eine ¨ahnlich ne-
gativen Einfluß auf die Artenvielfalt hat, wie unter Erh¨ohung der solaren Einstrah-
lung. Dazu wird die Varianzσ des ArtenspektrumsB(A) bei konstanter optimalen
Einstrahlung (T0(S) = Topt) und zunehmender Fragmentierungp bestimmt. Das
Ergebnis ist in Abb. 6.22 dargestellt. Man erkennt deutlich, daß die Biodiver-
sität bis zum Erreichen der Perkolationsschwelle konstant bleibt, um dann kon-
tinuierlich zuzunehmen. Aufgrund der Aufsplitterung des Wachstumsraum in un-
abhängige Gebiete wird die Konkurrenz zwischen den Arten zunehmend behin-
dert; es können sich ¨okologische Nischen nicht so gut angepaßter Arten ausbilden.
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Abbildung 6.22: Biodiversit¨at quantifiziert durch die Standardabweichungσ des
Artenspektrums als Funktion der zunehmenden Fragmentierungp. S= 1, d.h.
T0(S) = Topt.

Dieser Gewinn an Biodiversit¨at ist aber mit einem Verlust der Regelf¨ahigkeit ge-
koppelt, die sich in einem Ansteigen der Globaltemperatur ¨außert.

6.7.6 Vergleich mit trivialer Reduzierung des Wachstumsraums

SeiL 2 N die Gittergröße, so daß f¨ur Gitterzellen(xi;yj) gilt:

�L=2< xi;yj � L=2

Eine triviale Reduzierung des Wachstumsraums ist dann durch eine stetige Ver-
kleinerung des Wachstumsraumes gegeben:

c(xi;yj ; tn) = 0 für jxij_ jyj j> d=2;

wobei d � d(tn), d(0) = L, und d(tn) ! 0 für tn ! ∞. d.h., daß der Wachs-
tumsraum die Form eines Quadrates der Fl¨ached2 annimmt. Der Anteil der vom
Wachstumsraum ausgeschlossenen Zellen berechnet sich zu

p(tn) = 1�
�

d(tn)
L

�2

=: π:

Abb. 6.23 zeigt die globale Temperatur in Abh¨angigkeit dem monoton steigenden
Anteil p der unbewachsbaren Zellen. Im Gegensatz zu dem Perkolationsmodell
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ist keine Regelung derglobalenMitteltemperatur festzustellen. Vielmehr steigt
sie linear mitπ an in der Form

T̄(π) = π �T0(S)+(1�π)Topt: (6.17)

Dieser Effekt läßt sich aufgrund der unterschiedlichen Grenzfl¨achen zwischen
Wachstumsraum und “toten” Zellen erkl¨aren: Im Perkolationsfall sind fast alle
N1 = pL2 nicht bewachsbare Zellen von bewachsbaren Zellen umgeben, w¨ahrend
bei der trivialen Reduktion nur ein sehr geringer Teil

N2 = 4L(1�π)
1
2 � N1

miteinander in Kontakt stehen. Die Gr¨oße der Oberfl¨acheN1, N2 gibt aber eine
Grenze für den möglichen Wärmefluß zwischen den unterschiedlichen Bereichen
an, der zur Aufrechterhaltung der hom¨oostatischen F¨ahigkeiten des Gesamtsy-
stems notwendig ist.

Abbildung 6.23: Entwicklung der globalen MitteltemperaturT̄ bei zunehmenden
Anteil π der nicht bewachsbaren Fl¨ache bei trivialer Reduzierung des Wachstums-
raums. Die gestrichelte Linie gibt den Verlauf nach Gl. 6.17 wieder.

Aufgrund des im Verh¨altnis zur Gesamtgr¨oße des Gitters sehr kleinen Wertes
von N2 befindet sich der Wachstumsraum bei der trivialen Reduktion auf einer
TemperaturT � Topt und die nicht bewachsbare Fl¨ache aufT � T0(S), so daß sich
eine globale Temperatur nach (6.17) ergibt.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Die in den Abschnitten 2 bis 5 vorgestellten, r¨aumlich nulldimensionalen Model-
le zeigen trotz ihrer Einfachheit interessante, z.T. auch unerwartete Systemeigen-
schaften, die sich auch in komplexeren Systemen wiederfinden lassen:

� Die Modelle sind durch Multistabilit¨at gekennzeichnet: Welcher station¨are
Zustand erreicht wird, h¨angt von den Anfangsbedingungen ab. Die verschie-
denen station¨aren Lösungen weichen in ihren Werten bez¨uglich Temperatur
und Vegetation zum Teil erheblich voneinander ab.

� Die Anzahl der station¨aren Lösungen nimmt mit der Komplexit¨at des Sy-
stems zu. Das einfachste Modell, bestehend aus zwei Gleichungen f¨ur Tem-
peratur und Vegetation, hat maximal zwei station¨are Lösungen. Die Hinzu-
nahme des Kohlenstoffkreislaufs erh¨oht die Zahl der station¨aren Lösungen
auf drei.

� Die erreichten Gleichgewichte sind sensibel gegen¨uber externen oder inter-
nen Störungen. Kleine Ver¨anderungen in der Temperatur oder in der Ve-
getationsverteilung k¨onnen zum Umspringen auf ein neues Gleichgewicht
führen, mit einer v¨ollig anderen Lösung. Als Beispiel sei der̈Ubergang vom
“kalten grünen” Planeten zum “heißen gr¨unen” (siehe Abb. 5.8) mit einem
drastisch reduzierten Vegetationsanteil angef¨uhrt.

� Die Emergenz von Vegetation aus dem Zustand des unbelebten Planeten ist
an bestimmte Parameter gebunden, wie z.B. dem Gesamtkohlenstoff in At-
mosphäre und Vegetation und der maximalen Produktivit¨at. Daß die Tem-
peratur innerhalb des Toleranzintervalls der Vegetation[Tmin;Tmax] liegt, ist
dabei eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung.

Die Berücksichtigung von r¨aumlichen Abh¨angigkeiten des Lovelock-Watson-Modells
erweitert das Spektrum:
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� Die räumlich explizite Formulierung des Lovelock-Watson-Modells erm¨oglicht
die Koexistenz beliebig vieler Arten.

� Die Einbeziehung von Mutation der Artalbedo erweitert das Regelverhal-
ten; es kann eine optimale Mutationsrate ermittelt werden, f¨ur die die kri-
tische solare Einstrahlung, bei der das System zusammenbricht, maximal
ist.

� Unter zunehmendem externen Streß des Systems nimmt die Biodiversit¨at
ab, das Artenspektrum verengt sich mit zunehmender solaren Einstrahlung.

� Eine Fragmentierung der Landschaft in voneinander unabh¨angige Habita-
te verschlechtert die Stabilit¨at der Ökosphäre, d.h. die F¨ahigkeit externe
Störungen wegregeln zu k¨onnen. Die Habitatfragmentierung f¨uhrt aber zu
einer höheren Biodiversit¨at, da die Konkurrenz der verschiedenen Arten
stark behindert wird und sich somit Nischen f¨ur schlecht angepaßte Arten
bilden können.

Das als Basis in dieser Arbeit benutzte Daisy-World-Modell ist als “Karikatur” ei-
nes virtuellen Planeten entwickelt worden, um exemplarisch die hom¨oostatischen
Eigenschaften eines gekoppelten Biogeosph¨arenmodells aufzuzeigen.Über eine
Plausibilisierung der Gaia-Hypothese hinaus ist aber mit den hier pr¨asentierten
Ergebnissen demonstriert worden, daß diese Art der Modellbildung sich auch als
ein neuer Ansatz zur Erdsystemanalyse anbietet. Zum anderen lassen sich mit den
vorgestellten Modellen Ph¨anomene des Erdsystems mit einer einfachen Beschrei-
bungsweise verdeutlichen.

Das entwickelte Automatenmodell bietet sich insbesondere zur Analyse des
Einflusses r¨aumlicher Effekte auf, z.B., die Biosph¨are an. Es l¨aßt sich dabei an ei-
ner Erweiterung um ein einfaches Modell einer Nahrungskette denken. Eine inter-
essante Fragestellung w¨are in einer um ein J¨ager-Beute-Modell erg¨anzten Daisy-
World die Sensibilität der Jäger gegen¨uber Fragmentierung. Ein weiterer Punkt
wäre durch das Ersetzen des sehr einfachen Perkolationsmodells zur Landschafts-
fragmentierung durch ein komplexeres gegeben. Damit w¨are eine realistischere
Modellierung einer durch anthropogenen Einfluß (Zersiedlung durch St¨adte o.ä.)
fragmentierten Landschaft m¨oglich. Die hier kurz angedachten M¨oglichkeiten zur
Modellerweiterungen zeigen, daß basierend auf den entwickelten Modellen noch
ein großes Potential an zu bearbeitenden Fragestellungen vorhanden ist.
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